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Ueber die Integration der hydrodynamischen 
Gleichungen. 
(Von A. Glebsch zu Carlsruhe.) 


$. 1. 

Ih. einem frühern Aulsalze (dieses Journal, Bd. 54, p. 254) habe ich 
ein Theorem entwickelt, welches die Integration der hydrodynamischen Glei- 
chungen für die stationäre Bewegung zurückführt auf ein System von zwei 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung; oder auf die Aufgabe, ein 
gewisses Integral zu einem Minimum zu machen, bei welchem die zu in- 
tegrirende Function die lebendige Kraft darstellt. Dies wurde erreicht, indem 
die Geschwindigkeiten durch zwei neue Funclionen ausgedrückt wurden, welche 
Constanten gleich gesetzt, Integrale der hinzutretenden gewöhnlichen Dilferential- 
gleichungen waren, und die Continuilälsgleichung identisch erfüllten. Die Aus- 
dehnung dieses Verfahrens auf den Fall der nicht stationären Bewegung führte 
zu sehr verwickelten Gleichungen, welche keine Zurückführung auf ein Pro- 
blem der Variationsrechnung gestatteten. 

Indefs habe ich gefunden. dafs auch dieser allgemeine Fall immer auf 
ein solches Problem zurückgeführt werden kann, und zwar auf das Integral 
einer Function, welche sich von der lebendigen Kraft nur um ein hinzutreten- 
des Glied unterscheidet. Die Substitution, welche zu diesem Resultate führt, 
ist eine wesentlich andere als die in dem erwähnten Aufsatz angewandte. 
Aber beide haben dies gemein, dafs sie die Bestimmung des Druckes von 
der übrigen Behandlung der Aufgabe sondern, und auf Gleichungen führen, 
welche, indem sie von den äufseren Kräften unabhängig sind, Bewegungen 
allgemeinster Natur darstellen, deren eine Flüssigkeit fäbig ist; endlich, dafs 
die angewandten neuen abhängigen Variabeln, Constanten gleich gesetzt, 
Integrale des hinzutretenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen bil- 
den. Während aber jene Substitution für die stationäre Bewegung auf zwei 
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung führte. kommt ın dem vor- 
liegenden Falle das Problem zurück auf drei Differentialgleichungen, 
von denen zwei von der ersten, eine von der zweiten Ordnung. 
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nz 


Die angewandte Substitution knüpft an die gewöhnliche Methode an, 


die hydrodynamischen Gleichungen zu behandeln. In der That macht man 


gewöhnlich die Annahme, dafs der Ausdruck 

ude--vdy--wdz 
ein vollständiges Differential sein soll. Aber wie auch die «, v, w beschaffen 
sein mögen, stets läfst dieser Ausdruck sich auf ein zweigliedriges Differential 


zurückführen. d. h. auf die Form 


dp-+mdıy; 
woraus sich die Gleichungen ergeben: 
_ 9 ı .% 
ul aan > 
ee. oO 
A Tr an öy y 
w — RP ei 


welches eben die angewandten Substitutionen sind. Ich bemerke, dafs die- 
selben in einer gewissen Beziehung zu der Betrachtung der von Helmholtz 
(dieses Journal, Bd 55, p. 25) in die Theorie eingeführten Wirbelbewegungen 
stehen. Die Geschwindigkeiten sondern sich hier in einen Theil, der durch 
entsprechende Differentialquolienten eezner Function dargestellt wird, und in 
einen zweiten, der diese Darstellung schlechterdings nicht zuläfst. Jene Wir- 
belbewegungen nun hängen allein von diesem zweiten Theil ab, d. h. von 
den Funclionen m, w. Denn wenn man nach den dort (Form.2) gegebenen 
Gleichungen die Rotationsgeschwindigkeiten eines Flüssigkeitstheilchens bildet, 


so hat man: 
__ Om dv dm du 








ar Zr: "er 727%, 
97 Om Oy Om Oy 
' Ox 02 03 0x’ 


Om Ovw Om Ow 


wo die Function ganz verschwunden ist. **) 


*) Beiläufig ergiebt sich hieraus das Verfahren, um, wenn «, v, «0 irgend gegebene 


Functionen sind, dem Ausdruck ud. +ody+widz die Gestalt dp-+mdıy zu geben. Es 
sind m, w, wie aus dem Pfafjschen Problem sonst bekannt, nach den obigen Gleichungen 


Integrale der Gleichungen: 
dx:dy:dz = 





ov o9w dw du du Ov 





03 &% da 9%. 9 
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Ich wende mich zunächst zu einem allgemeinern System von Glei- 
chungen, welches analoge Eigenschaften mit dem System der Hydrodynamik 
aufweist. 


























$. 2. 
Es sei das System von Gleichungen gegeben: 
Sartre 
VER ul ir er 
Br rn Ben ger dan Ian ‚der 4 der, 
2) + " du "in = 0, 


denen sich die gewöhnlichen Differentialgleichungen anschliefsen sollen: 


dx dx, FIRE. dXon In 
(3.)  Saurlad, Fr U, +. dt =WU,,. 








Die Gleichungen (1.) lassen sich in einer symbolischen Form zusam- 
menfassen; nämlich, wenn unter dem Zeichen Ö nur die x, nicht aber / als 


Da der Multiplicator der Gleichungen 1 ist, so kann man aus einem Integral ı das 
zweite m durch das Princip des letzten Multiplicators finden. Alsdann aber ist wirklich 


Ov _ Ow _ dm Op dw dm 

03 0 0 Oz 0y 
und p wird daher wirklich ein vollständiges Differential. Aber @ genügt der Differential- 
gleichung 


etc. 


























u ow Be ar + er = 
% ES Se Ben) 


Führt man bier stalt x, y, z als neue Variable m, w, 9 ein, so erhält man durch In- 
tegration: 


. nn at (Se = )+ (> =) 
e=/ > 


av at 04 Se = a) 


























> 
. 


(vgl. Jacobi, Math. W. Bd. 1. p. a 
;* 
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veränderlich betrachtet werden: 
4) W = 3,02, (5 Lg... ut 


or IL 
oder auch, wenn man 
5.) 2T=wW-tuw-+t-..u, 
setzt, in der folgenden: 


6) $IV—-T) = ge ie 


or, +1 =; Ss. -)w or, — 1,07; 


Ok 
TE 


Bemerken wir nun, dafs man dem Ausdruck: 
udr--udr, +. u,0r,, 
immer die nachstehende Gestalt geben kann: 
Op -+m dp m dp ++ -m,dp,, 
so werden wir darauf geführt, für die # die Substitutionen zu machen: 


op op 
4 u, = — Im ——— Im — 
(1.) . FE 





Era A: i i ou ou. 
Mit Hülfe dieser Substitutionen stellen sich zunächst die Ausdrücke 2 u re 
i 5 





als Summen von Determinanten dar, nämlich, 


Or; = \or, Or, ‚K; Or, 0X, 











ou om, 0%: om, any: 


Wenn man aber diesen Ausdruck mit der Determinante a, dx, — u, dx; multi- 
plieirt, und sodann nach %, © die Summe bildet, so erhält man nach bekannten 








Sätzen: 

ou ou, 

2 IE +) Bu 

si — s,( dr, dr, (u; :OX2, u,0x;) 

ur en et | ad er dr 2+ 2er Fake P ... 
or, 

ne u © „& E ne ö 
Se r ia Pr N. Oh > 13 
Er a d2- or, dr 








Hiefür kann man mit Börtcksichtiging der Gleichungen (3.) die 
kürzere Bezeichnung anwenden: 


o ff dm, = =: (AB: 2 
=( dt 09 — (5 7) Om : 
Setzen wir dies nun in die 2. (6.) ein, so vereinigt sich die Summe 


1) 
Ch Or, == 38 3 (m, ) 2 4 ade Ip ‚) 
ot 




















u. 








EA 





| 
| 





— 
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mit dem Theile 
nd" .) 


der obigen Summe, zu der vollständigen Variation des Ausdrucks 


Mm, 


3,(<#2.0m 





= + 3, m Pr ; 





u TZ 
und die Gleichung (6.) nimmt euren folgende Gestalt an: 
1 Op- _. dm, dr 
(8.) 31V — T— Sr. — 2,m, ı— 3,09 e; dm,): 


Diese Gleichung aber enthält auf der rechten Seite nur 2n Varialio- 
nen dm, dp, während in der linken Seite 2n--1 Variable x variirt werden. 


Es mufs also der Ausdruck, welcher links variirt ist, eine willkürliche Function 
der 2n+-1 Argumente , ın, t sein; und indem wir die Bezeichnungen —, = 
4 


wieder auflösen, können wir folgendes Theorem aussprechen: 


Satz. 
Die Gleichungen (1.), (2.) lassen sich durch das System ersetzen: 




















om, , „om, om, | ee 
ot T#77 T% or, ee A 
‘9. Pr 1 „Pr + et y ee 
(9.) 102 er II m,, 
se ou, um __ 
s er er ' 
wo 
Op Pı °P, 1 Opn 
U; Tr ı dr, m; u 3 5 
und wo IT eine willkürliche Bee von LT, Yıs » +» Pas Mlız ».. M, 
bedeutet. 


Dieses System enthält An Gleichungen der ersten, eine der zwei- 
ten Ordnung. Nachdem es integrirt, ergeben sich die u von selbst 
aus obiger Gleichung; V :st bestimmt durch die Gleichung: 


OP- 
(20) ee (F rm, ot )+4= (E 
Die Gleichungen (3.) endlich kommen BR auf das System: 











dr PER ! dm, 
(11.) = Im — = — IT'y,. 


Das fehlende Integral des Systems (3.), welches eine Gleichung mehr 
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als das vorliegende enthält, giebt das Princip des letzten Multipli- 
cators. 
Diesem Theoreme kann man das folgende hinzufügen, welches sich 
ohne Weiteres verificiren lälst: 
Satz 2. 
Die Gleichungen (9.) machen das Integral 


2n+2 
SI Var az,... dr.,dt 


zu einem Maximum oder Minimum, V durch die Gleichung (10.) 
ausgedrückt gedacht. 

Diese Gleichungen enthalten eine willkürliche Function 77. Inzwischen, 
da man annehmen darf, dafs die Integrale eines Systems von 2n Gleichun- 
sen der ersien und einer Gleichung der zweiten Ordnung, an sich ebenso 
viel Willkürlichkeiten enthalten müssen, als die Integrale eines Systems von 
2n-+-2 Gleichungen erster Ordnung; so scheint es dafs die Gleichungen (9.), 
in welche aufserdem noch // eingeht, mehr Willkürliches mit sich führen, 
als der Natur der Aufgabe nach zulässig ist. Dieser Ueberschufs von Will- 
kürlichem darf daher auf die abhängigen Functionen des ursprünglichen Pro- 
blems keinen Einflufs ausüben; er mufs aus den Ausdrücken von V, u, u,.... U,, 
verschwinden. Ich werde nun in der That zeigen, 

da/s es, ohne die Allgemeinheit der Werthe von V, u, u,, ..- U, ZU 
beeinträchtigen, erlaubt ist, die Function II gleich Null zu setzen. 


S. 3. 


Die Gleichungen (11.) haben die canonische Form, welche bekannt- 
lich es erlaubt, den Integralen dieser Gleichungen eine entsprechende Form 
zu geben, und dieselben auszudrücken durch die vollständige Lösung einer 
parliellen Differentialgleichung. In der That, man kann stets eine Function (W) 
von F, ı= as »«. 9, und von n Constanten @,, &;, ... a, so bestimmen, 

















dals 
(12.) (7. 
baum, ul, ul) 


die Integrale der Gleichungen (11.) sind, während die « neue Constanten 
bedeuten: und man hat ferner 


13) (= AH, 


























eg er ak 
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woraus die für W bestehende partielle Differentialgleichung hervorgeht, wenn 
man aus // die m mit Hülfe der ersten Gleichungen (12.) eliminirt. 

Man kann nun offenbar statt der Function // die eine gleiche Will- 
kürlichkeit enthaltende Function (W) in die Rechnung einführen; wo nur. 
sobald man von den gewöhnlichen Differentialgleichungen zu den partiellen 
übergeht, die a, « nicht mehr als Gonstante, sondern als Functionen von 
l, 2, I. --» 7, Zu betrachten sind. Und zugleich kann man auch statt der 
m, gp sich diese Functionen a, « in die Gleichungen als abhängige Variable 
eingeführt denken; wo denn auch in (W) die p durch diese Functionen zu 
ersetzen sind. Sehen wir, wie sich die Functionen V, « durch diese neuen 
abhängigen Variabeln ausdrücken. 

Wenn man die Gleichungen (12.) in die Ausdrücke der = einführt. 


so gehen dieselben zunächst über in: 
kai op % oW Zu oWN og, 
ea aa Hl 05 


OX, Opn / OX, 








Bezeichnen wir aber durch Ww die in a wenn wir sie als Function 
der L, &, X, ».. &X,, betrachten, so ist offenbar: 
8W _ (EWN\ 89, | (OWN 89, OWN da, , (OWN da, 
Or, = ) ER da, / Or, TX\2a, Or, 
und man kann also, wieder mit Hülfe der Gleichungen (12.), den obigen 
Ausdruck von % auch durch den folgenden ersetzen: 
08. p+-W da, oa, oa, 
(14.) U, = dx, Tag Z. 42 dr, a 


Bemerken wir noch, dafs auch 


oW _ (EW) (WER ı(2W)p du, ,(3W) 2a 
EHE 


so geht der poll 


n+ = “m Z,m, U — (FF > a2 








or, | \0g, 





























in den folgenden Zu 
0.9+W da, da, 0a, 
4 art [04 “ ... — 6 








ET TE 
Daher nimmt die Gleichung (10.) unmittelbar die Gestalt an: 
(5) = 








W t Ww u Ä ; 
tet atage te): 
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Vergleichen wir jetzt die Gleichungen (14.), (15.) mit den Gleichun- 
gen (7.). (10.). Man sieht sogleich, dafs nur an die Stelle von g die Function 
g-+ W getreten ist; an die Stelle der m aber die «, an die Stelle der y 
die «: endlich, dafs die Function // verschwunden ist. Da nun ferner den 
Gleichungen (11.) offenbar die folgenden entsprechen: 

da, da, 


welche, aufgelöst, Gleichungen ergeben, die den Gleichungen (9.) vollständig 
ähnlich sind; so sieht man ein, dafs das jetzt erlangte redueirte Problem sich 
von dem in dem Satz 1. enthaltenen nur dadurch unterscheidet, dafs die 
Function // gleich Null gesetzt ist, und dafs an die Stelle der Buchstaben %, 
m andere getreten sind. Aber zugleich werden die gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen integrabel; und indem wir also zu den frühern Bezeichnungen 
zurückkehren, können wir folgendes Theorem aufstellen: 
Salz 3. 
Die Gleichungen (1.), (2.) können ersetzt werden durch das System 




















Di + om, | Om, 
9. 7 > 77, mu, 0. 
ot oX or, ox2, | 
e op, N og, Op, l Of: 
( | a 7 u u dr j u, dr > U, d . 0. 
ot 4 LK, Han 
ou + ou, | OU 0 
or or, 0 1 Ir : 
Zur 
00 , p O0 Op, 
4, = f + m, — B.- IN, — P: : IM, F 
or, OL, Or, Or, 


Von diesen Gleichungen sind zwet von der ersten, eine von der zwei- 
ten Ordnung. Nachdem sie integrirt sind, ergeben sich die u aus 
der obigen Formel, V aber aus der Gleichung: 








We r © e I talı | 1e) 6 c n 
(18.) Vi + m, = ın,.Fr er, 7 
ot ot 
og a2 8, | Opuh' 
ı 5) 2 . 
12 7 Mm, mM, — tem; 
is. vr E Or, "or, 


und die Gleichungen (3.) Fra zu ie die Gleichungen: 
(19.) m 


zu denen en letztes Integral tritt, welches aus den Gleichungen (3.) 
und (19.) mit Hülfe des letzten Muliplicators gewonnen wird. 


. == Gensl.. p, —= Const., 
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Hierdurch also ist das vorgelegte System zurückgeführt auf ein anderes, wel- 
ches nicht mehr Willkürlichkeiten in seiner allgemeinen Lösung enthält als 
jenes; und welches die Eigenschaft hat, die Integrale der hinzulretenden ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen ohne Weiteres zu ergeben. — Man fügt 
leicht das folgende Theorem hinzu: 


Satz 4. 
Die Gleichungen (17.) machen das Integral 


ST var dx, ... d.c,, dt 


zu einem Maximum oder Minimum, wo V durch die Gleichung (18.) 
ausgedrückt zu denken ist. 


S. 4. 


Es bleibt nichts übrig, als die erlangten Resultate nunmehr für den 
Fall der Hydrodynamik auszusprechen, für welchen n=1 ist. Sei U die 
Kräftefunction, p der Druck, g die Dichtigkeit, so hat man demnach folgen- 
den Satz: 


Satz). 
Die Gleichungen 


2. u_?)— & ou tu an. „. zig 


OX q ar:7Z 02 ’ 
6, p 47 ov ov 
(20.) Dr. meZ u rt +w I: 
6, p A ow 2 ow 
were nn Ede 77 





= ow 
url ıd — 


lassen sich auf die a das Integral 


S///w- Z)dt dx dy dz 


zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wo 








21) 2 — = 13 k ar ’+w 


zu selzen ist, und für die u, v, w die Ausdrücke gelten: 
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6) ol 
u md 
00 6 
(22.) u = tn, 
Op , „ Oy 
et 


Die Integrale der Gleichungen 
Ein Kap, 1 
dt . di ’ dt 
werden dann: 
(23.) m=Const., w== Const. 
und ein drittes, welches die Theorie des letzten Multiplicators ergiebt. 
Die Gleichungen, auf welche die Aufgabe zurückkommt, werden hiernach: 





























0 Om , (Sm op Om Op , Om Op om Ow 4 om Ow u ow 
Nor 92 I |! Ox 0x |! Or 17 02 

a TR (22 Op ı dw Op , ov nr „are de = er au » 2u 
9 !'\or 08 | oy 0oy 12 02 17 “ 
I N U DR DON 1 = 

= = m) Na TI T De Ne IM 


üs ist sehr leicht von diesen Gleichungen, für den stationären Zustand, zu 
denjenigen überzugehen, welche ich an dem angeführten Orte entwickelt 
habe; indem man nur bemerkt, wie aus der im Anfange des $.3 aufgestell- 
ten Betrachtung sich ergiebt, dafs man nur eönes der m, w von £ vollkommen 
frei annehmen darf, während das andere von der Form Zf--H# ist. 

Ich bemerke nur noch, dafs die Gleichung (21.) die der lebendigen 
Kraft ist; in einer sehr bekannten Gestalt, wenn man, zu der gewöhnlichen 
Annahme zurückkehrend. m» verschwinden läfst. 


Berlin. den 1. März 1858. 
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Ueber die Darstellung gewisser Funetionen dureh 
die Eulersche Summenformel. 
(Von Herrn Rudolf Lipschitz zu Bonn.) 





Die Untersuchung der Maclaurin’schen Summenformel durch Jacob: *) 
führt zu dem Resultat, dafs die Reihe 


1) 4 S feört+strtet+nm—fe)- 
; 


et r"t 


BD 4 | \ 7, 
2 Wte+nh)—f'e) 


„ 


wo BB, =14, B,=,„l,... die Bernoullischen Zahlen sind, und f'w, f"=x,... 
die Differentialquotienten der Function fx nach x genommen bezeichnen, zwei 


zn 


den Werth der aus n Gliedern bestehenden Summe = f(e + {%) einschliefsende 
i=1 





Grenzen liefert, wenn man zuerst eine beliebige, die Zwei überlreffende, Anzahl 
von Gliedern in der vorgeschriebenen Folge nimmt, und dann diesen das 
nächste Glied hinzufügt, vorausgesetzt, dafs bei der Wahl von »2--2 und m-+3 


i=n—1 I=n—1 
Termen die Ausdrücke If" (= --th) und I f""**(2-+-1h) für jeden Werth 
1) I=0 


x von e=c bis e—=c--.h endlich sind, ihr Vorzeichen nicht ändern, und 
beide dasselbe Vorzeichen haben. Dieser Satz enthält eine für den Gebrauch 
der Reihe (1.) nothwendige Bestimmung, wenn dieselbe weder endlich noch 
convergent ist, und mit solchen Fällen allein werden wir uns in der Folge 
beschäftigen. Es fehlt aber, soviel ich weils, ein allgemeines Criterium für 
die Anwendung derjenigen Reihe, durch welche Euler im fünften Capitel 


Ih 


der Differentialrechnung p. 430 die Summe I f(c-+?) ausdrückt, und die der 
1=1 


obigen sehr ähnlich ist. Bezeichnet C eine von der Gliederzahl » der ge- 
gebenen Summe unabhängige Gröfse, so kann man die Kulersche Reihe, wie 


folgt, schreiben 


2) CH" röctrfet+mt+ Er lct+mW gr" etmd4. 





*) De usu legitimo form. Maclaur., Bd. 12 dieses Journals, p.263. Vgl. Poisson 
sur le calc. num. des Integrales def., Me&m. de l’Inst. T. VI, annee 1827. 


2 * 
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wo Ü so gewählt werden soll, dafs für ein bestimmtes n die Entwicklung 
der gegebenen Summe gleich sei. Eine specielle auf diesem jedenfalls un- 
sichern Prineip beruhende Deduction, die von Strlöng*) herrührt, ist durch 
strengere Betrachtungen von Herrn Ziouvelle **) ergänzt worden. Doch 
scheint mir eine Uebertragung des allgemeinen von Jacobi aufgestellten Satzes 
auf die Reihe (2.) deshalb nicht möglich, weil zuerst entschieden werden 
mufs, ob die Natur der darzustellenden Summe eine vollkommne Determination 
der Constante € gestattet, und nur dann, wenn dies der Fall ist, der Unter- 
schied zwischen dem Werth dieser Summe und irgend einer Anzahl von 
Gliedern der Entwicklung in Frage kommen kann. Gaufs spricht über die 
Reihe (2.) in der Abhandlung „Disquisitiones generales circa seriem inlinitam 


etc. p. 33” bei Gelegenheit der Funclion /z= / e”’y“öy = I/z-+1) nach 


iv 
der jetzt üblichen von Legendre eingeführten Bezeichnung, wie folgt: 











„il. FKuler pro summa una ad Fun log3 + + --- logz 
eruit seriem (3 - 4)logs — 2-1 log2n — —; 4 —— — etc, ubi 
22l0g 208 ' 1.22 3.42° | 9.62’ MR 


a 


A—=1!, Bm ‚u, Oz, etc. sunt numeri Bernoulliani. Per hanc itaque 
seriem exprimilur log //z; eliamsi enim primo aspectu haec conclusio ad valores 
integros restrieta videatur, tamen rem propius contemplando invenietur, evo- 
lutionem ab Kulero adhibitam (Instit. Cale. Diff. pag. 466) saltem ad valores po- 
sitivos fractos eodem jure applicari posse, quo ad integros: supponit enim tantum- 
modo, funcelionem ipsius x, in seriem evolvendam, esse lalem, ut ipsius dimi- 
nutio, si 3 Iranseat in z—1, exhiberi possit per theorema Taylori, simulque 
ut eadem diminutio sit =logz. Conditio prior innililur contlenuilati funclionis, 
adeoque locum non habet pro valoribus negativis ipsius 2, ad quos proin 
seriem illam extendere non licet: condilio posterior aulem functioni log //z 
generaliter competit sine restriclione ad valores integros ipsius 2.” 
Gauufs behauptet also, dafs die Reihe 
(3.) A+ /fada+ 6 a — u ERRE 


>» 
- 








eine Function g(a-+-1) der stetig veränderlichen Gröfse « ausdrücken könne. 
die der Gleichung 
(4) gyla+1)— ya = fü 


genügt. Eine Function ya, für welche keine andere Bedingung gegeben ist, 


*) Maclaurin’s lreatise of fluxions B.II, Ch. IV, $. 842, p. 683. 
**) Lionvilles Journal Tome IV, p. 317 sur l’evaluation du produit 1.2.3...x. 
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als die Befriedigung dieser Gleichung, darf für ein Intervall des Arguments 
vom Betrage der Einheit willkürlich angenommen werden. Setzt man aber 
voraus, dafs die Entwicklung es 

yla+1)— ya—=fa—= y(a+1)—* > ® - Baal. 
und die Integration und wiederholte Differentiation dieser Gleichung gestaltei 
sei, und dafs die Elimination der Gröfsen g'(a--1), g’(a--1), ... aus dem 
so gebildeten System von Gleichungen zu einem gültigen Resultat führe, so 








erhält man die Endgleichung 


5.) gla+il) = A+ /faöa+ re 4- “ a. 
welche indessen, da wir nur solche Functlionen betrachten, für die die Reihe 
der rechten Seite nicht convergirt, eine Definition des Sinnes erfordert, wel- 
chen das Gleichheitszeichen haben soll. Denn die gewöhnliche Definition der 
Gleichheit einer unendlichen Reihe und eines festen Werthes setzt die Con- 
vergenz derselben nothwendig voraus. Wenn nun nach fesigestellter Be- 
deutung der Gleichung (5.) bewiesen werden kann, dafs die Function % («) 
durch die Gleichungen (4.) und (5.) absolut und eindeutig bestimmt wird, und 
zugleich die Genauigkeit bekannt ist, mit der g(a-+-1) durch eine bestimmte 
Anzahl von Gliedern der Reihe in Gleichung (5.) ausgedrückt wird, so sind 
alle Fragen in Bezug auf die Darstellung einer endlichen Summe durch die 
Reihe (2.) gelöst. Die wiederholte Anwendung der Gleichung (4.) giebt 
die Relation 

(6) Fe+D+lC+ 24 letn) = —gle+V+Yle+n+1), 


und entwickelt man g(e+n--1) durch die Gleichung (5.), so kommt 


Ifle-+t) 


ta=1 








. nn f B, 7 B, 22 ! 
—=—op GEE ud fada-+ıf(c+n)-+ >fte+n)— 53 7l (ctn)+-} 


und man sieht, dafs die rechte Seite nichts andres als die Reihe (2.) ist, in- 
dem, wenn die unbestimmten Integrationen von derselben Stelle angefangen 
werden, die Constante € gleich dem bekannten festen Werth — p(e-1)-1.4, 
und die Genauigkeit der Darstellung nur abhängig von der Gleichung (5.) wird. 
Ebenso giebt die Entwicklung der beiden Functionen p(c-+1) und p(c+n-1) 
durch Gleichung (5.) die Maclaurin’sche Reihe (1.). 

Um zu erkennen, in welcher Weise durch die Reihe (3.), wenn man 
a reell und positiv annimmt, und fa==log a, A4-/fa oa— Ylog2n + aloga—u 
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selzt,. die Function logZ/'(a--1) ausgedrückt wird, verwandelte ich diese in 
ein bestimmtes Integral und erhielt direct die in Rede stehende Entwicklung 
auf eine beliebige Anzahl Glieder ausgedehnt, mit vollständiger Angabe des 
Restes. Hieraus ergab sich, dafs wenn der Gleichung die feste Bedeutung 
segeben wird, dafs der Werth der linken Seite zwischen dem Werthe der 
Summe der ersien (m--2), und der ersten (m-+ 3) Glieder der rechten Seite 
enthalten sei, wo zn» jede ganze Zahl mit Einschlufs der Null bezeichnet, die 
Function ga==log /‘{a) durch die Gleichungen (4.) und (5.) eindeutig bestimmt 
wird. In derselben Weise liels sich zeigen, dafs diese beiden Gleichungen 
für fa —= —; wo a und o reell und positiv sind, eine eindeutige Function ya 


determiniren, deren Werth als bestimmtes Integral durch Induction gefunden 
wurde. Auch konnte die Untersuchung mit leichter Modification dahin ausge- 
dehnt werden, dafs die Variable @ jeden beliebigen reellen oder imaginären 
Werth annehmen darf. 


ww; 


Um den Nachweis der ausgesprochenen Sälze zu beginnen, drücke ich 


7 
den Logaritlhmus der Function fe yöy = I‘(a), wo a reell und positiv 
0 
ist, durch ein bestimmtes Integral aus. Wenn man die bekannte Gleichung 


„tie 


n 7 wei), 
(7.) a=/ rn 02 


lo g— 








auf beiden Seiten mit ©a multiplieirt und zwischen den Grenzen 1 und a in- 
teoriri. so kommt, da 71) =11 ist. 


werte) 


l 
0 log Fe 





Diese Gleichung giebt Herr ZLeourvzlle in dem angeführten Aufsatz für den 
Fall, dafs « eine positive ganze Zahl, also /'(a)=2.3...a—1 ist, woraus 
aber ihre allgemeine Gültigkeit unmittelbar nicht folgt. Dafs die Function 
log /'(a) der Gleichung log 7'(a-+1)—logI'(a)=loga genügt, ist schon in der 
angeführten Stelle von Gaufs vorausgeselzi, doch ergiebt dieses auch die 
Gleichung (8.) direct. mittelst der Kulerschen Formel 


1 zul. 
(9.) loga fra en 
. log — 
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Um nun die Entwicklung 

(10.) log Z'(a-+1) = }log?2n-+ aloga —a-+ ae re Dr wo — 
für eine beliebige Anzahl Glieder mit Bestimmung des Restes herzuleiten, er- 
setzte ich die Ausdrücke }logr, «aloga— a, 4loga durch bestimmte Integrale, 
wie es mit log/'@) geschehen ist. Den Werth 4logr —=log/'(}) giebt die 
Gleichung (8.), und loga@ die Gleichung (9.). Die Function aloga — «a wird 
durch ein bestimmies Integral dargestellt, indem man die Gleichung (9.) durch 
die Substitution z== e”’ im Integral auf die are 


log « - Je em 


bringt, beide Seiten mit Oda multiplieirt, und von AE bis a== a inlegrirt. 


Dies giebt 
(11.) alog«a— a— (dlogd — Ö) 


- (er Ef -med)% 


und man bemerkt, dafs auf der linken Seite für ein sich der Null näherndes 
d der Ausdruck dlogd —d, und auf der rechten Seite das zweite Integral 
gegen die Null convergirt. Dafs Jlogd mit d abnimmt, ist bekannt, und 
die Eigenschaft des Integrals tritt sogleich hervor, wenn man das Intervall 
desselben theilt, so dafs das Integral eine Summe von zweien wird, bei denen 
die Integralion respective von O bis zu einem endlichen Werth p, und y 
bis oo geht. Offenbar kann » so gewählt werden, dafs für jedes d der Wertl 
des Integrals, welches von p bis © zu nehmen ist, beliebig klein wird; und 
wendet man in dem andern Integral die begrenzten Entwicklungen 


ö’y? 
BE u 


Zu dy 


e?—1—ye” et —1—dy- 


an, wo A und u positive echte Brüche sind, so wird dasselbe gleich 


of (-e#+Zerr)öy 


und nimmt mit d ab, ei es gleich einem Product von d und einem end- 
lichen Werth ist. Läfst man also in der Gleichung (11.) die positive Gröfse 
gegen die Null abnehmen, so geht dieselbe in die folgende über 


(12.) aloga— a - / (eı-77) er | 


Um nur Integrale von den Grenzen O und © zu haben, wird die Substitution 
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x —e”' auch in dem Integral der Gleichung (8.) angewendet, und wir er- 


s mn 


halten die folgenden Formeln: 


nr 7 un e-(a+1)y oy 
log /'(a--1) =-/[ (ae Y— n = ) ’ 
—e£ Y 
log /'( 1 \ -f (-5 e?7 a Ku Er 
\2/ u | Y ’ 
ın 
ge —ay ‚ 
aloga— a a rn 
/ Ad 


4loga = fe” = em. 
U 


Jetzt giebt die Subtraction der 3 letzten Gleichungen von der ersten das 











Resultat 
(13.) log!'a-+1)— aloga+a—loga — 4logn 


ey \0y er 1 IFeT\ 97. 
-/ S-2 )I+/ Pe  ' ) öy 
1 —_L —) Y i b ( Y + zZ 1 —e-) Yy Y> 


und es wird sich zeigen, dafs das erste Integral den Werth 4log2 hat, wäh- 
rend das zweite die nach Bernoullischen Zahlen fortschreitende Reihe liefert. 
Statt eines Factors der zu integrirenden Function darf man eine für jeden 
Werth der Integrationsvariable convergente Reihe seizen; wir benutzen zu 
diesem Zweck die folgenden, welche Euler in seiner Introductio Band 1. 
8.183, p. 144 aufgestellt hat, 








- I+er e”Y pe o 





(14.) 4 21_eYy .. 2 Y im 29 
: e —ıy nz Ber. wer 
1) Tr 2 


Alsdann hat man für das erste Integral der Gleichung A 
I - tr 
. vr 77% <y rien y’ 
oder indem man die Ordnung der Summation und Integration vertauscht 


s=n 2 oY 














u >] DER, 5° ; 
u 3a 1) } y’+4s’n? 
Nun wird aber das allgemeine Glied dieser Summe: 
Ex oy > 1 n =; Ir 
yıh4sin: 2 2 4’ 


0 


und es kommt: 





wie zu erweisen War. 
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Damit das zweite Integral der Gleichung (13.) die beabsichtigte Ge- 
stalt erhalte, ist die Gleichung (14.) noch umzuformen, indem man das all- 
gemeine Glied der Reihe nach steigenden Potenzen von y entwickelt und den 
Rest vollständig angiebt. So . die endliche, für jedes y gültige Gleichung 

















Me ei a 
I Bat Ra Bm 
, 2 yın-ı rm 
or m 1 2 | ms . m u a A 
( 4 (Zum? ! (2sa)?”—2(As’a-ty?)) 


und durch Einführung derselben in (14.) 
ER 8 3 8 E: BE n, 





a er _— = r 
te a In aa) 
2 & 1 2 % mi 
—#) \m—1 m2- 2m—1 - BR m > , <E 
( (Am). u % u m) A 1 (za) t° sem (3 u 
Ha 


Drückt man die als Coefficienten der Potenzen von y auftretenden Summen 
durch die Dernouillischen Zahlen wie folgt aus. 














. s1 —— D. 2 s1 — DD en . > an __Dm 
An” ,„ 8" 2.’ a)" , 8° 2.3:4° BR 2.3...2m ° 
so entsteht die unserm Zweck entsprechende Gleichung 
1 1-+-e7Y D 2. .3ı 
(17.) _—— + 1 I — ang >Y- 5337 / - ic 
YV ” 1—e7 2 2.3.4 . 
u DE Na y— + — - ud S Fr a ae 
2m? Krr: ?m+? ’ 





(er) 


welche man auch mit Hülfe der von Porsson in der oben cilirten Abhandlung 
angestellten Betrachtungen erhalten kann. Wenn man diesen Ausdruck in das 
Integral einsetzt, so wird dasselbe gleich einer Summe von (m-+1) Integralen. 
von denen die m ersten in der Kulerschen Formel 


“en Deren Ik 1) 


enthalten sind. Schreibt man für diese ihre Werthe und hebt die Facloren 
der Facultät Z(A+1)=2.3...k gegen die Factoren der Nenner, so wird 


’. HET 


| 











u DB, 1 B, 1 m—1 Dn 1 m 7 
(18.) ME CE 7 au a ar) 3 rt) Un; 
- ya 2 u 5) yım e—ay AL 
1} m >= (An)mr? e: Oy. 


2 
ea 2 Y 
v : en(s Z;) 
+ am: 


Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 1. 3 
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Da das Integral V,, aus lauter positiven Elementen besteht, so wird sein 


s=z=n 1 


Werth vergröfsert., wenn man statt des Factors > ;_ den für 


sl am ( 2 u ) 
h) $ u 4 
17: 
s=a. 


h un , 4 
y=0 gleichen, sonst aber gröfsern Werth > imgz setzt. Dann aber nimmt 
| 





das Integral die Gestalt der ausgemittelten Integrale an, und wird gleich 


Bun 1 . “ . 
I e .„ und es ist mithin 
2m +1.2m +2 amt!’ 








V ar Dan+i € 
an 2m+1.2m +2 a"t!? 


wo & einen positiven echten Bruch bezeichnet. Demnach giebt die Verbindung 
der Gleichungen (13.), (16.). (18.) das schliefsliche Resultat 














r | 3 1 B, 1 
’ u 6 j u 1 az ABS An Ze — . 
log /(a+1) = 4log2n-+aloga— a--1loga-+ Bein 2. 
DB 1 , 
e.. m—1 m ’ nn \rrm ! 
(19.) i 2m —1.2m a"! r( Rh ia 
z ” 97. ff E3 RE TI ; ie WE Er . 
” TR N 2m+1.2m +2 a”*'! 
0 seris -r It 


Nunmehr ist die Behauptung gerechtfertigt, dafs den Gleichungen 


p(a-1)— y(a) = loga, 











2m —1.2m ar! 


| m: 5 
(20) p(a-+1) = }log2r -- aloga— a- Hloga + — -— at 
| f ER 1 . R m 1 er a \m PB +1 ai. 
R R.% d 2m-+1.2m+2 art? 


wo «4 positiv ist, & irgend einen positiven echten Bruch und mn jede beliebige 
Zahl mit Einschlufs der Null bezeichnet, die eindeutige Function log/'(a) ge- 
nügt, und man sieht, dafs diese Gleichungen den oben aufgestellten Gleichun- 
gen (4.) und (5.) genau entsprechen, da die der letztern vorgeschriebene 
Bedeutung hier nur in Zeichen ausgedrückt is. Wenn man jetzt beweist, 
dafs durch irgend eine Benutzung der Gleichungen (20.) die Function %(«) 
für jedes Argument « mit beliebiger Genauigkeit dargestellt werden kann, so 
folgt daraus die Identität der Function p(a) und der eindeuligen bekannten 
Function log/'(a) für jedes Argument, und es steht fest, dafs den Gleichun- 
gen (20.) keine andre Function genügen kann, als log/'(«). Es läfst sich aber 
zeigen, wie jeder beliebige Funclionalwerth p(a) durch die Gleichungen (20.), 
und zwar für eine fest gewählte Zahl m, so ausgedrückt wird, dafs die Ab- 
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weichung der einschliefsenden Grenzen von einander unter einer noch so 
kleinen Gröfse w liegt. Sei das gegebene, nach der allgemeinen Voraussetzung 
positive Argument a, welches es wolle, so kann immer eine endliche ganze 


Zahl n von der Beschaffenheit gefunden werden, dafs die Gröfse 
Daazı 1 
2m-+ 1 . 2m-+2 (a-+ yo" +1 
kleiner ist als die gegebene noch so kleine Gröfse- w. Dann giebt die 





(n--1)fache Anwendung der ersten Gleichung (20.) die schon oben benutzte 
Relation 
p(a) = —loga—log(a+1)— --—log(a+n)+y(a+n-1), 


und wenn man g(a--n--1) durch die zweite Gleichung darstellt, so folge! 
die Entwicklung 











fan 
ya) = — Flog(a+)- $log2n + (a--n)log(a+n)—(a--n) 
==) 
DB 1 B 1 
4 1log(a-+n)+ — — +. 
r alog(a in) 2 at+tn 3.4 (a+n)’ 
| \ Bi 1 f 
4 (—1)"71- B, | Fr (—1)” sw, 
zm—1.2m (atny"—t | 


Danzı 1 
2n+1.2m +2 (a+n)”* 


Entwicklung befriedigt die aufgestellte Bedingung, dafs ihr Fehler kleiner als 





wo für der grölsere Werth w geselzt ist, und diese 


sei. Giebt man der Zahl m einen andern Werth ©’, so mufs der der Zahl n 
entsprechende Werth »’ durch die Bedingung 
DBarzı 1 Be 


2m’ +1.2m' +2 (at nm’ I 
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bestimmt werden, und man erhält eine von der obigen verschiedene Darstel- 
lung des Functionalwerthes y(a), wenn man in dieser »n’ für m, n’ für n setzt. 
Der Unterschied dieser beiden Ausdrücke ist aber kleiner als w, weil die 
Function y(a) = log !'(a) eine eindeulige ist. 

Um die angestellten Betrachtungen auf die Voraussetzung auszudehnen, 
dafs a ein beliebiger reeller oder imaginärer Werth sei, mufs zunächst daran 


ıL 
erinnert werden, dafs das Integral /e’y“-"öy, damit es einen Sinn behalte, 
© 


den reellen Theil der complexen Gröfse a positiv erfordert *). Es sei 
a—=k-+0Hdy—1, wo k und 9 reell, und k>>V0 ist, und 


IXk+0y—1) ie fern röy, 
BR 0 
“) Vgl. Lejeune Dirichlet sur les: integrales Euleriennes. Bd. XV. d. Journ. p. 258. 


3# 
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so stellt die Gleichung 
eY’—e-(+MV—Dy dy 


(21.) logI(k-0y/—1) = / ((k-140Y—1)e? — 1—e) y 





denjenigen Logarithmus der eindeutigen Function I’(A-+4y—1) dar, welcher 
sich mit 9 stelig ändert, und für d9—=0 in log /'(k) übergeht. Vermöge der 
Formel 


Pr ‚L |! N on —(k-+AyY—1)y oy 
(9%) log(k4-0y1) = fer—ett" 2 


wo der imaginäre Theil des Logarithmus abgesehen von dem Factor y—1 


(0 


7 “ .. j 
zwischen —— und + liegt, erhält man aus (21.) die Gleichung 


(22)  logIk-+149y—1)—loglI(k+9y—1) = log(k-+0y—1), 
welche der Gleichung (4.) entspricht. Durch diese Gleichung soll die Function 
log / (k-+-Hy—1) für AZ.0 fortgesetzt werden, und zwar so, dafs der imaginäre 


Theil dts Logarithmus von (A--#y—1) für k—=0 nach dem Zeichen von # 


. gt 1 Dee e> N 
den Werth SE A habe, dagegen für A<Z0 abgesehen von dem Factor 

















. sc IE u N . 
y—1 innerhalb der Grenzen — und —- liege. Für k>>0 hat man nun die 
Gleichungen 
log Z/Xk-+1--#y—1) 
— 4log27 +(k+4-+9y—Nlog(k+0y—1)— (k+0y—1) 
®, B, 1 
2 (k+toy—1) 3.4 (ktoy—1 | 
), 
(23.) rn (— 1)” On 1 . RR: (—1)” V Ä 
I 2zm—1.2m (k+O y—1yı | . 
h 2 @s=2 4 „2mg-ck+di—ly „ 
v a 912m? / = "2m . 2 oy 
2 a PR a 
1772 
Bazı 1 





 — . (€ 4 ey—1) 

2m +1.2m +2 Kart “ 
wo & und € numerisch unter der Einheit liegen. Dafs man für den reellen 
und den imaginären Theil des Integrals V,, eine numerische obere Grenze 


2 
- 


erhält, indem man 6 im Exponenten und > als Summanden im Nenner fort- 





An? 
läfst, folgt daraus, dafs wenn bei einer Summe von positiven und negativen 
Gröflsen zuerst alle Vorzeichen positiv genommen und dann alle Summanden 
vergrölsert werden, das entstehende Resultat jedenfalls ein numerisch gröfseres 
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sein mufs. Wird nun in der ersten Gleichung (23.) für V,, der zwei Gren- 


Dazı 1 s 
2 äsentire Wer Ä (41-8 /—1) eingesetzt, so is! 
zen repräsenlirende Werth —— FT.2m 2 Ir (er8} 1) eingesetzt, so i: 





klar, dafs durch die Gleichungen (22.) und (23.),. von denen die erste füı 
jedes, die zweite nur für ein posilives k gilt, keine andre Funclion ausve- 
drückt werden kann, als die für jedes Argument definirte eindentige Function 
log 7'(k--0y—1), welche genau mit der von Herrn Weerstrafs allgemein 


' \ 1 
definirten Function Fe(k--H#y—1) = TRLoVn correspondirt. Seizt man 





in der Gleichung (23.) m = 0, so giebt der Ausdruck 
(k+ 3 0y—NDlog(k+0Y—D)— (A+0y—1) 
eine Bestimmung für die Grenzen des imaginären Theils von log /\A-1-1 09, —1) 


wenn # >1 ist. Auch liefert die Anwendung der Relation (6.) einen Aus- 
fen 
druck für die Summe I log(k--1--A9y—1), welcher mit der von Gaufs 


I= 
geführten Kulerschen Reihe, und für m=0 mit dem von Laplace geschenen 
Werth für eine Facultät von grofser Gliederzahl übereinstimmt. 


8. 2. 


Wir haben jetzt die Gleichungen (4.) und (5.) unter der Voraussetzung 
zu betrachten, dafs fa= —:; und o irgend eine bestimmte positive Gröfse 
ist. Es wird sogleich angenommen, dafs @ einen beliebigen reellen oder 


imaginären Werth 4--49y—1 habe, nur mufs in der Gleichung (5.) der 


2 1 SEE | 
reelle Theil % positiv sein, und der Ausdruck royAp — eo > Wo 


-+- 
I 








= arelg-- „ wird dadurch bestimmt, dafs für k —0 der Bogen »; zwischen 


7 . a Ai It 
— 7 und +5; für k<Z0O aber zwischen 5 und —- zu nehmen ist. Nun- 


mehr wird gezeigt werden, dafs die Function (k--6} En für k > O0 gleich 


eo) 22, +HAy-1)y 
dem bestimmten Integral Or cz 








.. )y 'öy I, wo /'(o) den 


Character einer Constante hat, und dafs u k=-0 die Gleichung (4.) selbs! 


den Werth desselben bestimmt. 


Bezeichnet man zunächst das Integral selbst durch y(k+4y—1). so 
giebt die Anwendung der Gleichung 


1 107 e-(k+#/—-Dy : 
. Y pen — u = 
a) mel FT 














39 Lipschitz, uber die Eulersche Summenformel. 


und der Kulerschen Formel 








an a . Io) 
Fr —(k+9) —1), .o—1l PRSER / 
(25.) J e „0% = Rroy—ip’ 
1 . } N 
wo der Ausdruck — ——— den oben festgestellten Werth hat, die Relation 
(k +0 y—1)° ” 


1 
(k+Hy—1y 


Da dieselbe nur für AO gilt, so steht nichts im Wege, die Function 





(26.) gp(k-1--9y—1)— y(k-9y/—1) — 


g(k-9y—1) für AZ0 so zu bestimmen, dafs sie dieser Gleichung genügt, 


 — 


r N a 1 u 
wodurch sie vollkommen bestimmt ist, wenn der Werth von - wie 
(k+Hy—1) 
oben genommen wird. Damit das Integral (25.) die verlangte endliche Ent- 
P . (k+6y—1 -— 
wicklung gebe, mufs der Ausdruck — 
w J —0o-+1 


Einheit convergirendes o in log(A+4y—1) übergeht, durch ein bestimmtes 








der für ein gegen die 


Integral ausgedrückt werden. Ein solches giebt die Gleichung (25.),. wenn 
man erstens nach # zwischen den Grenzen O und 9, und zweilens für d — 0 

















nach A von k=1 bis A=% inlegrirt. So entsteht 
I. I__ pH — ’ - _ A\-co+1 -co+1 
anne 1 / u, ( ne )yöy = ass (k+OY Öy 1) +] j | 
yv—l [\o). Yy , a +. yv—I 
1 y er— eh TULLN k-o+1_—1 
Io). Yy . = De —0+1 ? 


() 


und wenn man die erste Gleichung mit y—1 multiplieirt und zu der zweiten 
addirt. so erhält man die gesuchte Relation 


(27.) Be denen PR royal 
I‘(o). Y i —o-+1 


welche für o—=1 in die Gleichung (9*.) übergeht. Jetzt erhält man durch 
Anwendung der Gleichungen (24.). (25.), (27.) die folgende 


(23)  pik- Hl ei 


da ad. Ans.) Mich EEE | F [eh 
—co-+1 12 (k9y-—1)° E 2a 21_eY . Y> 


wo der unter dem Integralzeichen befindliche Ausdruck für jedes y durch 
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den folgenden ersetzt werden darf 
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der vorhin hergeleitet ist. Führt man »n Integrationen nach der Formel (25. ) 
aus, und wendet die Reductionsgleichung /'(o +1)= 01'(0) an, so nimmt die 
Gleichung (28.) die folgende Gestalt an 

p(k-1-+-H9y—1) = 




















(k+öy—I)H—1 44 1 — 8, ER FERN 
—0-+1 “= (k+0y-—1)° 2 RT 1)0+! 
nenne — re — ++ (— 1)" DB. — er Eh in 
(29.) Xara Zu — HH P,, 


sem (s er 


I 
9 0.0+1...0+2m 1 
_ u 3 3..2m+2 KrerocHi 





(e+-ey—1), 


wo e und 8’ numerisch kleiner als Eins sind. Da diese Gleichung und Glei- 
chung (26.) in ihren allgemeinen Eigenschaften respective den Gleichungen (23. ) 
und (22.) ganz analog sind, so ist alles von jenen gesagte unmittelbar aul 
diese anzuwenden, und man gelangt zu der Conclusion, dafs durch diese Glei- 
chungen, wenn in (23.) für V,„ der Ausdruck 





9 0.0+1...0+2m 1 
a 5 2m+2 kerzmr! 


eingesetzt wird, die Function g(k-+9y—1) für jedes Argument eindeutig 


determinirt ist. 
Jetzt giebt die Relation (6.) für eine endliche Summe von Werthen 


(e+e.y—1) 


. 1 ve 
der Function — den folgenden Ausdruck, wo 4--n > 0 sein muls. 














den 1 
> 
80.) = KrıroV—T; 
Leslie NW (kn +ö9y—ı)tr!—1 4 \ Mn irn 
ie p(k- y— 1)+ —o+1 TZ(k£n+9y—1) 
i 0.0+1...0--2m 1 Ä ’ 
WB. MNRRER vn Le 
a } (kFn+Oy—iyHı | Tr Omsı 2.3...2m+2 (kAn)rto m(erey-3), 


welcher verschiedene von Euler im 6‘ Capitel der Differentialrechnung durch 
die Summenformel gewonnene Resultate umfafst. 
Sei zuerst o—1, so geht das Integral p(a) in die Form 


u) = | (Z-)ör 
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über. deren Uebereinstimmung mit dem Integral der BE (7.) durch die 

olog 
. 

veelles a, oder gleich der Function w(a—1) bei @aufs. Man habe nun =, 


Substitution e”=2 hervortritt. Mithin ist (a4) = ———— für ein posilives 


—, einem ralionalen Bruch, und deute die auf (m--1) Glieder ausge- 
‘ 
Jehnte Reihe der nach den Bernouillischen Zahlen fortschreitenden Terme 
durch das Symbol 3, an, so nimmt die Gleichung (30.) diese Gestalt an 


4 1 
era PT Ar 


| ( £) | ) 1 we ß ı 
1, tritt. (#4 
y { e ) o/ | r log(Pp N 2yY)T | 2 Any rs Ip, 


welche die Reihen von Euler p. 443, 448, 449 enthält: a seine Gonstanle 
PD hat den Werth 


1 
D em - —(v(£)-+10g7)- 
= ’ Y l ke 
ß B . ’ ’ | 
Gaufs hat aber das Integral v(), wenn — ein ralionaler Bruch ist, auf 
d 


d 
das Integral w(1) und Kreisfunctionen und Logarithmen zurückgeführt *), so 
dafs die Constante D so IP werden kann 











| 1 u; 

D: -—-(v0+73 Zoos (22 a)log(2— 2005 7)). 
Nimmt man z.B. =1, Ku „so ist D=1(— w(1)-+log?2) oder da 
v1) = — 0,57721566 ist, D = 0,6351814. 


Zweitens verbinde man mit der Gleichung (30.). wo nocb o=1 sein 
soll und A<Z1, diejenige, welche aus derselben entsteht, wenn man das Ar- 
gument gleich —k-+1—#y—1, und die Gliederzahl n gleich p nimmt, durch 
Subtraclion. so erhält man 


jeen 4 1=p+]l 1 








u 


(32) 7 _ 
mo k+t+0y—1 1 — hk+H—0y—1 
vw —k-1--9y-1)— w(k--dy-1)+log(k+n-+9y-1)—log (— k-+p+1—Hy-1) 
l h l 1 
Zktn+9y—1 7 —k+pH—Hy— 
U B,(ktn+ 0/1) B,(—k+p +1 0y1). 








Es ist aber 


vi—hk-y Nut) = f —— öy 





*) ın der genannten Abhandlung p. 41. 
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gleich der linken Seite der Gleichung (32.) für n—p-1= x, und hat den 


1 Zi 2 ’ ' 
Werth =, | — 455) wie ich in dem Aufsatz „Ueber eine Reihe 


von vier Elementen” (Band 54 dieses Journals, p. 313) bewiesen habe. Setzt 





man die endlichen Zahlen n und p--1 gleich, und läfst A gegen die Null ab- 
nehmen. so entsteht die von Euler p. 459 gegebene Formel. 


ww 














Um für den Fall, dafs o<Z1, ein Beispiel durchzuführen, sei o— 4. 
k—1. 00; die Gleichung (30.) giebt dann die folgende: 
! 1 } 1 ] | 1 l a fe”) e) N r 
33. 1 1 te4— = —or _ —— )y!öy 
v2 v3 vn 5. \ y 165) | 
2) | 
19/(/n—1)- 4 02 Bir... .rogmn3 nt, PYsb:. TIRER 
’ I Zyn 4 Pr. DDR. E , 4.6... 14" er i 
n 


Es genügt zur Bestimmung des constanten Gliedes n = 9, m = 3 zu nehmen. 
und man erhält so 


1 I 2 RN —) ai. ia . 
er eh / ae er — +-0,5939234. 


rn. Y 1— eo”) 
u) R 
wodurch für rn = 1000000 der Werth der Summe = 1998.5540234 wird. 
Nimmt man o>>1, so kann dem Integral p(a) eine andere Gestalt 


a 


gegeben werden, nämlich 
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#% N Ps ee") )y- ax ee 1 f fe a a 2 eo vo-i; k ' 
MNo)J/ \y 1—e7Y /- . T\o)\. . . 1—-eyY- r, 
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| B:; | ' 
u 5 a’ ' (a-Hl) ! (a+2)° ' 
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wo für «= %k-64y—1 der Sinn der Potenzen der oben definirte und die 
Reihe immer convergent ist. Diese Reihe ist, wie man sieht, nichts andres. 
als die Summe der linken Seite der Gleichung (30.) für na x; entlernt 
man daher unter der gemachten Voraussetzung 0 >1 diejenigen Grölsen, 
welche auf beiden Seiten auftreten, und setzt k--n==/, so nimmt die Glei- 


chung die folgende Form an 














1=x 1 
34. ar ran ge 
und —ı ((+t+0y—1)° 
N u une E er 
o—1 = IH y—i1P 1 IR (dd HHy—1)H 


a . 0.0+1...0-42m 1 
Y ( Öntı Biss 2m-+?2 [o+?m +1 (e . 


welche, wenn o eine ganze Zahl ist, mit den Reihen p. 450, 458 bei Kuter 
zusammenfällt, und ein Beispiel für die Gleichheit einer convergenten und 


einer semiconvergenten Reihe darbietet. 
Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 1. 4 
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Zum Schlufs sei noch erwähnt, dafs wenn man in dem Restausdruck V_, 
die Ordnung der Summation und Integration vertauscht, durch Umformung des 
allgemeinen Summengliedes eine etwas genauere Bestimmung gewonnen wer- 
den kann. Es hatte V,„ in der Gleichung (29.) den Werth 


' 1 2 73 = Y ‚m+o e(k+9ı —1)y dy, 
" Don) m nl 2.) 
An? 


und man sieht, dafs das V,„, der Gleichung (18.) aus diesem erhalten wird, 








r . 7. .° r " . [07 
indem man es mit o multiplieirt, und o abnehmen läfst: dann nähert sich To) 


der Einheit, und im Integral y“”*° der Function y””. Sei nun der Kürze wegen 
o+2m-+-1=p, 210 = u, so erseize ich in dem Integral 


2 o-(k+Ay—1)y 
RR j ! 2. Mn pl nn 
W-WyA-/ Sry 


0 





= 1 1 . « 
den Factor wir durch das Integral —f e”""cosy20z, und bekomme 


durch Vertauschung der Ordnung der Integrationen, und Ausführung der nach y 


zu nehmenden, diese Resultate 


me) en), 


. uf‘ nr Terre ) 08; 


sin (p- arcig Bu ) ne) 


Se “ 
na: uf i hoc am +6) Di Ua er 1 Ki 


. , . st st . . 
wo die Bogen der Tangente zwischen — 7 und rt liegen. Hieraus er- 


kennt man, dafs WW positiv ist, und sowohl W als W’ numerisch unter der 
Gröfse I) | 
IT Tu m H Or 
der Function V „, so wird 

7 ER Dan+i 

IE 2m+1.2m +2 ? I (epapemern 1 Tr ae te v-D), 























| liegen. Substituirt man diese Grenzausdrücke 
[7 





J 
wcähen: 
1 











wo & positiv ist, und & wie € numerisch unter der Einheit liegen. Diese 
Darstellung führt zu der Conclusion, dafs der reelle Theil der Function (k-+#/-1) 
durch unsere Reihen so ausgedrückt wird, dafs man den Sinn der jedesmaligen 
Abweichung von dem wahren Werthe kennt, während dies bei dem imaginären 


Theil derselben nicht der Fall ist. 
Bonn, den 12, Juli 1857. 
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Ueber die Raumeurven dritter Klasse und dritter 
Ordnung. 


(Von Herrn H. Schröter zu Breslau.) 





D:. algebraischen Raumcurven (Curven doppelter Krümmung) lassen 
eine ähnliche Eintheilung zu, wie diejenige ist, welche man in der Theorie 
der ebenen Curven kennt. ‚Man nennt ARaumcurven n’” Ordnung eine 
Curve doppelter Krümmung, welche eine Ebene im Allgemeinen in rn Punk- 
ten trifft und kann Raumeurve n‘” Klasse eine solche Curve doppelter 
Krümmung nennen, an welche sich von irgend einem Punkte des Raumes im 
Allgemeinen rn Osculationsebenen legen lassen. 

Herr Chasles, dem die Geometrie bereits so viele schöne Entdeckun- 
gen verdankt, hat die Raumcurven dritter Ordnung in einer kürzlich erschie- 
nenen Abhandlung (Comptes rendus tome XLV pag. 189 annce 1857, oder 
Journal de mathemaliques de M. Ziowwille tome Il (2 serie) pag. 397) 
speciell untersucht und eine Anzahl von interessanten Eigenschaften gefunden, 
welche eine sehr merkwürdige Analogie dieser Curven mit den Kegelschnitten 
darbieten. Indem ich die nach dem Prineip der Dualität jenen entsprechenden 
Raumceurven dritter Klasse geradezu untersuchte, bin ich zu einem Satze ge- 
langt, der zwar im Wesentlichen in den von Chasles a. a. 0). mitgetheilten 
Sätzen enthalten ist, oder doch leicht daraus abgeleitet werden kann, der aber. 
wie mir scheint, verdient besonders ausgesprochen zu werden, weil er eine 
noch auffallendere Analogie zwischen diesen Raumcurven und den Kegel- 
schnitten documentirt; es ist folgender: 

„Die Raumeurven dritter Klasse sind zu gleicher Zeit dritter Ord- 
nung und umgekehrt.” 

Um einen directen synthetischen Beweis dieses Satzes zu geben, bin 
ich von einer allgemeinen Definition der Raumcurven dritter Klasse ausge- 
gangen und habe zugleich die wesentlichsten Eigenschaften dieser Curven ab- 
geleitet, welche nach dem Prinzip der Dualität jenen Sätzen entsprechend sind, 
die Chasles a. a. O. ohne Beweis mittheilt. Zugleich ergeben sich in Bezug 
auf diese Raumcurven dritter Ordnung und dritter Klasse interessante Be- 
ziehungen der Polarität, welche ein neues Beispiel darbieten für die Dualitäts- 

4 * 
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verhältnisse der Figuren im Raume. Bevor ich aber an die Sache selbst 
sehe, mufs ich die Arbeiten zweier deutschen Geometer anführen, welche den- 
selben Gegenstand behandeln. Herr Möbius (Barycentrischer Calkül pag. 120 
(Leipzig 1527) ) hat beiläufig als Anwendung seiner barycentrischen Methoden 
die Raumeurven dritter Ordnung behandelt und mit Hülfe einer einfachen 
Rechnung mehrere ihrer Eigenschaften gefunden, deren wesentlichste mir fol- 
sende scheint: 

„Jede Osculationsebene einer Raumeurve dritter Ordnung schnei- 
det diejenige developpable Oberfläche, deren Wendecurve (arrete de re- 
hroussement) die gegebene Raumcurve ist, in einem Kegelschnitt.” 

Dieser schöne Salz des genialen Geometers ist die Basis für unsere 
Behandlung der Raumeurven dritter Klasse. Herr Chasles giebt ihn ebenfalls 
in seiner Abhandlung an. 

Aufserdem hat Herr Sesdewitz eine Abhandlung über die Raumcurven 
dritter Ordnung und dritter Klasse publieirt (@runert’s Archiv der Mathe- 
matik und Physik pag. 203. iS47), jedoch ohne die Identität dieser Curven 
bemerkt zu haben. Sein Ausgangspunkt ist die Erzeugung der Raumcurve 
dritter Ordnung durch zwei projectivische Raumbüschel, welche auch Chasles 


a. a. 0. angiebt. 





I. Armmt man zwei Kegelschnitte, A und B, in zwei verschiede- 
nen Ebenen a und b an, deren Schnittlinie eine gemeinschaftliche Toan- 
gente beider Kegelschnitte sei, so werden sümmtliche Ebenen, welche 
gleichzeitig beide Kegelschnitte berühren, die sämmtlichen Osculations- 
ebenen einer BRaumceurve dritter Klasse sein, d. h. alle diese Ebenen be- 
rühren eine developpable Oberfläche, deren Wendecurve die betrachtete 
Raumeurve ist. 

Man construirt irgend eine dieser Ebenen, indem man von einem be- 
liebigen Punkte » der Schnittlinie (a, d) die beiden noch übrigen Tangenten 
an die Kegelschnitte A und D zieht und durch dieselben eine Ebene legt; 
sei € eine solche Ebene, so wird dieselbe von allen übrigen Osculationsebenen 
in solchen Geraden geschnitten, die einen bestimmten Kegelschnitt C einhüllen, 
der selbst die beiden Schnittlinien (a,c) und (d,c) berührt. Denn die beiden 
Geraden (a,c) und (d,c) werden von der ganzen Schaar Osculationsebenen 
in zwei projeclivischen Punktreihen (Steiner, Abhängigkeit geom. Gestalten 
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pag. 139) geschnitten, welche mit der Punktreihe, die » auf (a, db) durchläuft. 
projectivisch sind; also hüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
einen Kegelschnitt ein, der selbst die Geraden (a, c) und (d, ce) berührt. Wir 
haben also in jeder Ösculationsebene x einen bestimmten ihr zugehörigen 
Kegelschnitt X und zur vollständigen Bestimmung der Raumeurve genügt es. 
irgend zwei Osculationsebenen mit den beiden in ihnen befindlichen Kegel- 
schnitten (welche immer die Schnittlinie zur gemeinschaftlichen Tangente 
haben) willkürlich anzunehmen. 

Dafs es von einem beliebigen Punkte im Raume im Allgemeinen drei 
Osculationsebenen an die Curve giebt (von denen auch zwei imaginär sein 
können) erkennt man unmittelbar, indem man diesen Punkt mit den beiden 
Kegelschnitten A und 3 verbindet und an die beiden dadurch erhaltenen 
Kegel, welche offenbar eine semeinschaftliche Tangentialebene haben, die drei 
noch übrigen gemeinschaftlichen Berührungsebenen legt, welches die gesuchten 
drei Osculationsebenen sein werden. Hieraus folet. dafs die oben definirte 
Raumeurve in der That von der drilien Klasse ist und dafs dieselbe voll- 
ständig bestimmt ist durch sechs willkürlich angenommene Osculations- 
ebenen; denn nehmen wir zwei von den gegebenen sechs Ebenen, a und 5, 
heraus, so bestimmen die vier übrigen in jeder vier Schnittlinien, welche zu- 
sammen mit der Schnittlinie (a, db) als die fünf Tangenten zweier Kegelschnilte 
A und B angesehen werden können; durch diese ist aber, wie wir oben 
gesehen haben, die Raumeurve vollständig bestimmt und man kann auf lineare 
Weise soveel andere Osculationsebenen construren als man nur will, in- 
dem es nach dem Drianchonschen Salze allein mittelst des Lineals möglich 
ist, wenn fünf Tangenten eines Kegelschnitts gegeben sind, aus einem belie- 
bigen Punkt einer derselben die andere noch mögliche Tangente an den 
Kegelschnilt zu construiren. 

2. Seien a, b, c, d irgend vier Osculalionsebenen der Curve; wie 
wir eben bewiesen haben, werden die beiden Geraden (a,b) und (a,e) von 
der ganzen Schaar Osculationsebenen in zwei projeclivischen Punktreihen ge- 
schnitten; auf gleiche Weise aber auch (a,c) und (e,d), folglich auch die 
beiden Geraden (a,b) und (e,d). Wir schliefsen daraus: Die Schnittlinie 
zweier festen Ösculationsebenen und die Schnittlinie zweier andern festen 
Osculationsebenen werden von allen übrigen Osculationsebenen in zwei 
projectivischen Punktreihen geschnitten, was man auch folgendermaafsen 
aussprechen kann: Fenn wer feste Osculationsebenen die Schnittlinie 
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zweier andern in vier Punkten treffen, so hat das anharmonische Ver- 
hältnifs dieser vier Punkte immer denselben Werth, welches auch die 
Schnittlinie der beiden Osculationsebenen sei. Da diese Gerade im speciel- 
len Falle auch eine Tangente der Raumcurve sein kann, nämlich die Schnitt- 
linie zweier unendlich nahen Osculationsebenen, so folgt insbesondere: 

Vier feste Osculationsebenen treffen irgend eine Tangente der 
Raumeurve in vier Punkten, welche immer dasselbe anharmonische Ver- 
hältnıfs haben. 

Fügen wir sogleich zu den beiden Paaren «@ und 5, e und d noch 
ein drittes Paar von Oseulationsebenen e und f hinzu, so wird die Schnitt- 


J 


linie (e,f) von der ganzen Schaar Ösculationsebenen ebenfalls in einer mit 
jenen projeclivischen Punktreihe getroffen werden, und weil eine Ebene durch 
drei Punkte bestimmt ist, so folgt der Satz: 

Wenn man auf drei beliebig im Baume gegebenen Geraden drei 
projectivische Punktreihen hat, so beschreibt die Ebene, welche durch 
drei entsprechende Punkte geht, eine Raumcurve dritter Klasse. 

Man kann auch leicht direet zeigen, dafs die von dieser beweglichen 
Ebene beschriebene Curve die characteristische Eigenschaft hat, dafs durch 
einen beliebigen Punkt des Raumes im Allgemeinen nur drei ihrer Oseulations- 
ebenen gehen; bezeichnen wir mit p, p’, p" drei entsprechende Punkte auf 
den drei Geraden und durch P einen beliebigen Punkt des Raumes, so wird 
eine Ebene, die wir durch P, p, p’ legen, einen Kegel zweiter Ordnung be- 
schreiben und dasselbe wird die Ebene Ppp" thun; diese beiden Kegel haben 
eine gemeinschaftliche Tangentialebene, welche nämlich durch P und die erste 
Gerade geht, mithin im Allgemeinen noch drei andere gemeinschaftliche Be- 
rührungsebenen, welches die gesuchten drei Osculationsebenen der Raumeurve 
sind, die durch P gehen, w. z. b. w. 

3. Es ist nicht schwer, sowohl die Tangente als auch den Berührungs- 
punkt der Raumeurve in jeder Ösculationsebene zu construiren. Seien die 
beiden Ebenen « und 5 mit ihren Kegelschnitten A und B gegeben und man 
legt von einem Punkte » der Schnittlinie (a, d) die beiden noch übrigen Tan- 
genten an die Kegelschnitte A und D, welche sie respective in « und 5 be- 
rühren mögen, so ist die Verbindungslinie «&% eine Tangente der Curve (die 
der Osculalionsebene (pe«/) angehört); denn nehmen wir die der Osculations- 


ebene (p«/7) unendlich nahe Osculalionsebene, indem wir p auf der Geraden 
(a,b) unendlich wenig fortrücken, so bleiben die Punkte « und ? dieselben, 
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also ist die Schnittlinie der beiden unendlich nahen Osculationsebenen die Ver- 
bindungslinie ©, und diese mithin eine Tangente der Raumcurve. 

Um den Punkt selbst, in welchem die Tangente «/ die Raumeurve 
berührt, zu finden, denken wir uns in der Osculationsebene (p«/), die wir mit 
c bezeichnen wollen, den ihr zugehörigen Kegelschnitt € construirt (1.). so 
wird derselbe die Gerade «@/ in einem Punkte Z berühren, welches der ge- 
suchte Punkt der Raumceurve ist; denn da sämmtliche Osculationsebenen die 
Ebenen e längs Tangenten des Kegelschnitts EC schneiden, so wird die dritte 
unendlich nahe Osculationsebene die Tangente «/ in ihrem Berührungspunkte 
schneiden; dieser ist also der Schnittpunkt dreier unendlich naher Osculations- 
ebenen, mithin ein Punkt der Curve selbst. Um in irgend einer Osculations- 
ebene x die Tangente und den Berührungspunkt der Curve zu finden, ergiebi 
sich folgende Construction: Man fasse irgend zwei andere Osculationsebenen 
a und 5 mit ihren Kegelschnitten A und DB als die ursprünglichen auf, so 
wird die Schnittlinie (@, ©) den Kegelschnitt A und die Schnittlinie (b,.r) den 
Kegelschnitt B berühren, die Verbindungslinie beider Berührungspunkte ist 
die gesuchte Tangente; diese berührt aber auch den bestimmten Kegelschnili 
X, welcher der Ösculationsebene x zugehört, und der Berührungspunkt ist 
der gesuchte Punkt der Raumcurve. | 

Da man mittelst des Breanchonschen Satzes sowohl die Tangenten als 
auch die in ihnen liegenden Berührungspunkte eines durch irgend fünf Tan- 
genten gegebenen Kegelschnitts auf lineare Weise construiren kann, so folgt 
unmittelbar aus der vorigen Construction und nach 1., dafs man aus sechs 
gegebenen Osculationsebenen beliebig viele andere und in jeder die Tangente 
und den Punkt der Raumcurve auf lineare Weise (d. h. durch blofses 
Ziehen von geraden Linien und Ebenen) construiren kann. Suchen wir noch 
in den Ösculationsebenen @ und 5 selbst die Tangenten und Punkte der Curve. 
so finden wir, dafs, wenn (a,Öb) den Kegelschnitt A in »» und B in n be- 
rührt, die aus n an A gelegte zweite Tangente in /, und die aus m an B 
gelegte andere Tangente in f, berühren mag, /, und f, die gesuchten Punkte 
der Raumcurve, /,n und 4m die gesuchten Tangenten derselben in diesen 
Punkten sind. 

4. Alle Tangenten der Raumcurve bilden eine developpable Oberfläche. 
deren Wendecurve eben die betrachtete Raumeurve ist. Nach der vorher- 
gehenden Construction einer Tangente der Curve ist es klar, dafs die de- 
veloppable Oberfläche die beiden Kegelschnitte A und B vollständig enthalten 
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zweier andern in vier Punkten treffen, so hat das anharmonische Ver- 
hältnifs dieser vier Punkte immer denselben Werth, welches auch die 
Schnittlinie der beiden Osculationsebenen sei. Da diese Gerade im speciel- 
len Falle auch eine Tangente der Raumecurve sein kann, nämlich die Schnitt- 
linie zweier unendlich nahen Osculationsebenen, so folgt insbesondere: 

Vier feste Osculationsebenen treffen irgend eine Tangente der 
Raumeurve in vier Punkten, welche immer dasselbe anharmonische Ver- 
hältnıfs haben. 

Fügen wir sogleich zu den beiden Paaren « und d, ce und d noch 
ein drittes Paar von Öseulationsebenen e und f hinzu, so wird die Schnilt- 
linie (e,/) von der ganzen Schaar Ösculationsebenen ebenfalls in einer mit 
jenen projeclivischen Punktreihe getroffen werden, und weil eine Ebene durch 
drei Punkte bestimmt ist, so folgt der Satz: 

Wenn man auf drei beliebig im Raume gegebenen Geraden drei 
projectivische Punktreihen hat, so beschreibt die Ebene, welche durch 
drei entsprechende Punkte geht, eine Raumecurve dritter Klasse. 

Man kann auch leicht direct zeigen, dafs die von dieser beweglichen 
bene beschriebene Curve die characteristische Eigenschaft hat, dafs durch 
einen beliebigen Punkt des Raumes im Allgemeinen nur drei ihrer Osculations- 
ebenen gehen; bezeichnen wir mit p, p', p" drei entsprechende Punkte auf 
den drei Geraden und durch P einen beliebigen Punkt des Raumes, so wird 
eine Ebene, die wir durch P, p, p’ legen, einen Kegel zweiter Ordnung be- 
schreiben und dasselbe wird die Ebene Ppp" thun; diese beiden Kegel haben 
eine gemeinschaftliche Tangentialebene, welche nämlich durch P und die erste 
Gerade geht, mithin im Allgemeinen noch drei andere gemeinschaftliche Be- 
rührungsebenen, welches die gesuchten drei Osculationsebenen der Raumeurve 
sind, die durch P gehen, w. z. b. w. 

3. Es ist nicht schwer, sowohl die Tangente als auch den Berührungs- 
punkt der Raumeurve in jeder Osculationsebene zu construiren. Seien die 
beiden Ebenen « und 5 mit ihren Kegelschnitten A und B gegeben und man 
legt von einem Punkte » der Schnittlinie (@, 6) die beiden noch übrigen Tan- 
genten an die Kegelschnitte A und D, welche sie respective in « und 5 be- 
rühren mögen, so ist die Verbindungslinie @$ eine Tangente der Curve (die 
der Osceulalionsebene (pe«/) angehört); denn nehmen wir die der Ösculations- 


ebene (pe?) unendlich nahe Osculalionsebene, indem wir p auf der Geraden 
(a,b) unendlich wenig fortrücken, so bleiben die Punkte « und / dieselben, 
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also ist die Schnittlinie der beiden unendlich nahen Osculationsebenen die Ver- 
bindungslinie «&P, und diese mithin eine Tangente der Raumcurve. 

Um den Punkt selbst, in welchem die Tangente ce die Raumeurve 
berührt, zu finden, denken wir uns in der Osculationsebene (p«ß), die wir mit 
c bezeichnen wollen, den ihr zugehörigen Kegelschnitt € construirt (1.), so 
wird derselbe die Gerade «/ in einem Punkte £ berühren, welches der ge- 
suchte Punkt der Raumcurve ist; denn da sämmtliche Oseulationsebenen die 
Ebenen ec längs Tangenten des Kegelschnitts C schneiden, so wird die dritte 
unendlich nahe Osculationsebene die Tangente «5 in ihrem Berührungspunkte 
schneiden; dieser ist also der Schnittpunkt dreier unendlich naher Oseulations- 
ebenen, mithin ein Punkt der Curve selbst. Um in irgend einer Osculations- 
ebene x die Tangente und den Berührungspunkt der Curve zu finden, ergieb! 
sich folgende Construction: Man fasse irgend zwei andere Osculationsebenen 
a und 5 mit ihren Kegelschnitten A und B als die ursprünglichen auf, so 
wird die Schnittlinie (a, x) den Kegelschnitt A und die Schnittlinie (b,.-) den 
Kegelschnitt 3 berühren, die Verbindungslinie beider Berührungspunkte ist 
die gesuchte Tangente; diese berührt aber auch den bestimmten Kegelschnit! 
X, welcher der Osculationsebene x zugehört, und der Berührungspunkt is! 
der gesuchte Punkt der Raumcurve. 

Da man mittelst des Breanchonschen Satzes sowohl die Tangenten als 
auch die in ihnen liegenden Berührungspunkte eines durch irgend fünf Tan- 
genten gegebenen Kegelschnitts auf lineare Weise construiren kann, so folet 
unmittelbar aus der vorigen Construction und nach 1., dafs man aus sechs 
gegebenen Ösculationsebenen beliebig viele andere und in jeder die Tangente 
und den Punkt der Raumcurve auf lineare Weise (d. h. durch blofses 
Ziehen von geraden Linien und Ebenen) construiren kann. Suchen wir noch 
in den Osculationsebenen @ und 5 selbst die Tangenten und Punkte der Curve. 
so finden wir, dafs, wenn (a,b) den Kegelschnitt A in an und B in n be- 
rührt, die aus n an A gelegte zweite Tangente in /, und die aus m» an B 
gelegte andere Tangente in {, berühren mag, /, und #, die gesuchten Punkte 
der Raumcurve, #,n und 4,m die gesuchten Tangenten derselben in diesen 
Punkten sind. 

4. Alle Tangenten der Raumcurve bilden eine developpable Oberfläche. 
deren Wendecurve eben die betrachtete Raumcurve ist. Nach der vorher- 
gehenden Construction einer Tangente der Curve ist es klar, dafs die de- 
veloppable Oberfläche die beiden Kegelschnitte A und B vollständig enthalten 
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wird, mithin auch jeden andern Kegelschnitt A der respectiven Osculations- 
ebene x, also: Der geometrische Ort sämmtlicher Kegelschnitte X, die 
respeclive in den Osculationsebenen x liegen, ıst eine developpable Ober- 
fiäche, die von den Tangenten der Raumecurve gebildet wird. 

Es ist klar, dals man von einem gegebenen Punkt des Raumes im 
Allgemeinen nur drei Tangentialebenen an diese Oberfläche legen kann, näm- 
lich die drei Osculalionsebenen an die Raumcurve dritter Klasse, welche ihre 
Wendeeurve ist. Nicht so unmittelbar ergiebt sich, dafs diese Oberfläche 
von der vwierlen Ordnung ist, d. h. irgend eine gerade Linie dieselbe im 
Allgemeinen in vier Punkten trifft. Dies flielst aus folgender Betrachtung: 

Sei / eine willkürlich im Raume gegebene Gerade, welche die Os- 
eulationsebene « in dem Punkte P treffe; läfst man um Z/ eine Ebene sich 
drehen, so beschreibt dieselbe ein Ebenenbüschel und schneidet die Ebene « 
in einem Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt P ist; irgend ein Strahl dieses 
Sirahlbüschels treffe den in @ befindlichen Kegelschnitt A in den beiden Punk- 
ten & und 5’; legen wir nun in 5 die Tangente an A, welche die Schnittlinie 
(a,b) in p Ireffe und aus » die Tangente an den Kegelschnitt 2, welche in 
», berühre und machen dasselbe für den Punkt 5’, so dafs wir einen Punkt p’ 
aui (a,b) und 7 auf B erhalten, so wird, während sich die Sekante 55’ um 
den festen Punkt P dreht, das Punktenpaar pp’ ein Punktsystem (Involutions- 
system) durchlaufen und folglich wird, nach bekannten Eigenschaften der Kegel- 
schnitte, die Sekante „7 durch einen festen Punkt @ der Ebene 2 laufen (der 
nicht auf dem Kegelschnitte 3 liegt), und die beiden Strahlbüschel, deren 
Mittelpunkte P und @, und deren je zwei entsprechende Strahlen $5’ und 77% 
sind. werden projeelivisch sein. Nimmt man daher auf der Geraden / irgend 
einen Punkt @ an und legt Ebenen durch Os: und durch On’, so erhält 
man zwei projeclivische Ebenenbüschel, deren Axen OP und OO sich in O 
schneiden, die also einen Kegel zweiten Grades erzeugen (Steiner, Abhän- 
vigkeil geom. Gestalten pag. 138). Dieser Kegel schneidet die Ebene 5 in 
einem Kegelschnitt A und die beiden Kegelschnitte A und D haben im All- 
gemeinen vier Schnittpunkte; legt man durch dieselben und die Gerade / 
Ebenen. so erhält man vier Ebenen, welche die Raumeurve berühren und folg- 
lich vier Tangenten derselben enthalten; die vier Punkte, in denen diese die 
(rerade / treffen. gehören also der developpablen Oberfläche an; mithin ist 


diese von der vierten Ordnung, w. z. b. w. 


Dasselbe läfst sich auch so aussprechen: 





Schröter, die Raumceurven dritter Ordnung und dritter Klasse. 33 


Durch eine beliebige Gerade im Raume gehen im Allgemeinen nur 
vier Ebenen, welche die Raumcurve dritter Klasse berühren. 

Da aus dem Obigen einleuchtet, dafs jede Osculationsebene der Raum- 
curve zugleich Tangentialebene der developpablen Oberfläche ist, so wird eine 
beliebige Ebene K die developpable Oberfläche in einer Curve schneiden, 
welche eingehüllt wird von den sämmtlichen Schnittlinien aller Osculations- 
ebenen mit der Ebene #; da sich aber von einem Punkte nur drei Osculalions- 
ebenen legen lassen und eine Gerade nur in vier Punkten der developpablen 
Oberfläche begegnet, so folgt: 

Eine beliebige Ebene schneidet die developpable Oberfläche in 
einer Curve dritter Klasse und vierter Ordnung. 

Hieraus folgt, dafs die Schnitteurve der Ebene K& mit der developpablen 
Oberfläche eine Doppeltangente haben mufs, was sich denn auch in der That 
geradezu einsehen läfst; denn wir dürfen es nur so aussprechen: 

In einer beliebigen Ebene E giebt es nur eine einzige bestimmte 
Gerade, durch welche zwei ÖOsculationsebenen der Raumcurve dritter 
Klasse gehen. 

Lassen wir nämlich auf der Schnittlinie (#&, «) der beiden Ebenen E 
und a einen Punkt a laufen und legen aus ihm jedesmal die beiden Tangen- 
ten an A, welche (a,b) in den Punkten » und p’ treffen, ferner aus » und 
p' die beiden noch übrigen Tangenten an den Kegelschnitt 3, welche sich in 
b treffen mögen, so wird bei der Bewegung pp’ ein Punktsystem und folglich 
der Punkt b eine bestimmte Gerade durchlaufen, welche die Schnittlinie (#, b) 
nur in einem Punkte b, trifft; die aus b, an B gelegten Tangenten treffen 
(a,b) in p, und pi, und die Tangenten aus diesen Punkten an A begegnen 
sich in a, der Schnittlinie (E,a); die Linie a,b, ist die einzige in der Ebene 
E, durch welche zwei Osculationsebenen der Raumcurve gehen, also eine 
Doppeltangente der Schnitteurve von der developpablen Oberfläche mit der 
Ebene E, w. z. b. w. 

5. Denken wir uns von irgend einem Punkte p die drei Osculations- 
ebenen an die Raumecurve dritter Klasse gelegt, welche wir mit a, db, ce be- 
zeichnen wollen, so haben wir in ihnen respective drei bestimmte Kegelschnitte 
A, B, Ü, von denen 

A und B die Schnittlinie (a, 5) gleichzeitig berühren 

Bund - - (b, ce) - - 

Cund A - - (c, a) - - 
Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft ı h) 
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Es hängt aber der Kegelschnitt C auf gewisse Weise von den beiden Kegel- 
schnitten A und B ab, und zwar folgendergestalt: *) 

Möge die Gerade (a,b) den Kegelschnitt A inc und B in c, berühren, 
so wird nach 3. die aus c, an A gelegte andere Tangente in £, und die 
aus ce an B gelegte andere Tangente in #, berühren, wo /, und £, diejenigen 
beiden Punkte der Raumeurve bedeuten, für welche « und 5 Osculationsebenen 
sind. Nehmen wir nun (a,c), welche A in b, und CE in b berühren mag, 
so mufs die aus b an A gelegte Tangente den Kegelschnitt A in demselben 
Punkte /, berühren, d. h. b mufs der Schnittpunkt von (a,c) und der Tan- 
gente in #,,. d.h. c,/, sein oder b, c,, /, liegen in einer Geraden, und nehmen 
wir drittens (d,c), welche B in a und C in a, berühren mag, so müssen 
6. a, 4 in einer Geraden liegen; die Verbindungslinie ab, wird aber den 
Kegelschnitt C in /, berühren (welcher der Raumcurve angehört). Wir 
haben also 

b c, 4 in einer Geraden 
a Pre en - 


ab , - - - 
ferner liegen selbst verständlich 
e c, p in einer Geraden 
ap - - - 
tb, pop - - - 
Nun findet sich in jeder Ebene ein Kegelschnitt mit einem ihm umschriebenen 


Dreieck und die 10 Punkte a, a,, b, b,, co, &, 4, &, 4, p vertheilen sich 
auf die Ecken und Berührungspunkte der umschriebenen Dreiecke, so dafs 


die Ecken der drei Dreiecke heifsen: 


be p 
e up 
ab p 

und die respecliven Berührungspunkte der Seiten 
er 
ra Go 
u bb 


Nach einem bekannten Satze schneiden sich nun bei einem dem Kegelschnitt 





*) Der Leser wird sich ohne Mühe die betreffende Figur selbst entwerfen können. 
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umschriebenen Dreiecke die Verbindungslinien der Ecken mit den Berührungs- 
punkten der gegenüberliegenden Seiten in einem Punkte, d. h. 

be bc, pt, in einem Punkte « 

ca cd pl - - - P 

ab ab, pl, - - - Y. 
Hieraus leuchtet unmittelbar ein, dafs die drei Punkte «, 5, y in einer Geraden 
liegen müssen, denn sie liegen einmal in einer durch die drei Punkte a. 6, < 
gelegten Ebene und zweitens auch in einer durch die drei Punkte a,. b,. c, ge- 
legten Ebene, folglich in ihrer Schnittlinie, d. h. in einer Geraden. Legen wir 
aber durch » und diese gerade Linie eine Ebene. so mufs diese nach unserem 
Schema die drei Punkte Z,, 4, f, enthalten, also schliefsen wir folgenden 
Fundamentalsatz: 

Wenn man aus einem beliebigen Punkte die drei Osculationsebenen 
an eine BRaumcurve dritter Klasse legt, so liegen die drei Berührungs- 
punkte mit dem Punkte selbst ın einer Ebene; und umgekehrt: Irgend 
dre: Osculationsebenen einer Raumcurve dritter Klasse schneiden sich 
on einem Punkte, welcher selbst in der durch die drei Berührungspunkte 
gelegten Ebene liegt. 

6. Aus diesem Satze geht bereits hervor, dafs die Raumeurve dritter 
Klasse nur von der dritten Ordnung sein kann, und auch das Umgekehrte: 
Denn wenn irgend eine Ebene die Curve in mehr als drei Punkten schnilte, 
so mülsten die Oseculationsebenen in diesen Punkten sämmtlich durch einen 
Punkt laufen (welcher in dieser Ebene selbst liegt, also schon durch zwei 
der Osculationsebenen bestimmt ist), folglich wäre die Curve von einer höheren 
als der dritten Klasse, was gegen die Annahme ist. Indessen wollen wir 
auch ganz direct die Identität unserer Raumeurve dritter Klasse mit der all- 
gemeinen Raumcurve dritter Ordnung nachweisen. Halten wir nämlich von 
den drei Osculationsebenen «, b, c die beiden ersten « und 5 fest, verändern 
aber die dritte. so bleiben die Punkte 7, und £, fest, der Punkt /, durchläuft 
die ganze Curve und p» die Schnittlinie (a, 5); die Ebene (pi,#,) enthält aber 
den veränderlichen Punkt 7,.. Fügen wir zwei andere feste Osculationsebenen 
a' und Ö’ hinzu; die Osculationsebene e möge («',b’) in p’ treffen, die Be- 
rührungspunkte von «@’ und Ö’ seien 7, #;; dann mufs die Ebene (p't %) eben- 
falls durch den Punkt 7, gehen; nach dem in 2. bewiesenen Satze durch- 


laufen nun » und p’ zwei projectivische Punktreihen während der Bewegung 
5 * 
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von ec, also die Ebenen (pf#,t,) und (p'4&), auf deren Schnittlinie Z, liegen 
mufs, beschreiben zwei projectivische Ebenenbüschel, deren Erzeugnifs be- 
kanntlich ein einfaches Hyperboloid ist (Steiner, Abhängigkeit geom. Gest. 
pag. 194). Hieraus geht hervor, dafs die betrachtete Raumeurve vollständig 
auf einem Hyperboloid liegen mufs; fügen wir endlich noch ein drittes Paar 
Osceulationsebenen «@” und 5” mit den Berührungspunkten 7 und #% hinzu, und 
werde die Schnittlinie (@”, 5’) von der veränderlichen Ebene e in p” getroffen, 
so müssen sich die drei Ebenen (p4t), (p'tüß), (p't %) in dem Punkte £, 
schneiden; und da auch die dritte Ebene ein mit jenen beiden projectivisches 
Ebenenbüschel beschreibt, so erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn man um drei im Baume gegebene feste Gerade Ebenen 
drehen läfst, welche drei projectivische Ebenenbüschel beschreiben, so 
wird der Schnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen eine Raumcurve 
beschreiben, welche mit unserer Raumcurve dritter Klasse identisch. ist. 

Dieser Satz entspricht nach dem Gesetze der Dualität vollständig dem 
anfangs in 2. ausgesprochenen Satz und zeigt also, dafs die «//gemeine Raum- 
curve dritter Klasse auch zugleich eine allgemeine Raumcurve dritter 
Ordnung ist, und umgekehrt. So wie die Ebenen (pt, t,) und (p’'tt,) sich 
auf einem Hyperboloid schnitten, werden auch die Ebenen (p£,t,) und (p" tt‘) 
sich auf einem zweiten Hyperboloid schneiden, woraus denn unmittelbar her- 
vorgeht, dafs unsere Raumcurve die Schnitteurve zweier einschaligen Hyper- 
boloide ist, welche eine gemeinschaftliche Generatrix (tt) haben. 

7. Wir können von dem Satze in 5. noch eine andere Anwendung 
machen. Nehmen wir irgend vier ÖOsculationsebenen a, 5, c, d mit den 
respectiven Berührungspunkten 4, %, 4, i, der Raumcurve; sei ferner 

p der Schnittpunkt der Ebenen a, 5, d, 
4 - - - - ..4,0,d, 
so liegen nach 5. die Punkte 
p, U, &, t, in einer Ebene 


in ee "> 
Halten wir die Ebenen «a, 5, ce fest und verändern die vierte Ebene d, so 
durchlaufen nach 2. die Punkte p und 9 respective auf den Geraden (a, b) 
und (a, c) zwei projeclivische Punktreihen. Die veränderliche Ebene 
(Z,t,1,p) geht durch die feste Gerade 42; 
(dtl,g) - - - - Lt. 
Diese beiden Ebenen bilden also während der Bewegung zwei projectivische 
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Ebenenbüschel, weil »p und g zwei projectivische Punktreihen durchlaufen. 
Die Schnittlinie je zweier entsprechenden Ebenen enthält den Punkt #,, und da 
diese Gerade einen Kegel zweiter Ordnung beschreibt (dessen Mittelpunkt /, 
ist), so wird unsere Raumcurve nothwendig auf einem Kegel zweiter Ord- 
nung liegen, oder mit andern Worten: 

Jeder Kegel, welcher durch die Raumcurve geht und seine Spitze 
in einem ihrer Punkte hat, ist ein Kegel zweiter Ordnung. 

Hieraus ergiebt sich, dafs die Raumcurve dritter Klasse betrachtet 
werden kann als die Schnittcurve zweier Kegel zweiter Ordnung, welche 
einen gemeinschaftlichen Strahl haben (die Verbindungslinie der beiden 
Spitzen). Hieraus geht ebenfalls hervor, dafs unsere Raumcurve dritter Klasse 
zugleich die allgemeine Raumcurve dritter Ordnung ist, welche von einer be- 
liebigen Ebene nur in drei Punkten getroffen werden kann. Diese Definition 
der Raumecurve dritter Ordnung ist der Ausgangspunkt für Chhasles in der im 
Eingange angeführten Abhandlung; sie entspricht nach dem Prinzipe der 
Dualität der Definition, von welcher wir in 1. ausgegangen sind, und berechtigt 
uns zu dem bemerkenswerthen Schlusse, dafs die Raumcurve dritter Ord- 
nung oder Klasse das analoge Gebilde im Raume, von dem, was der 
Kegelschnitt in der Ebene ist. 

8. Die Definition der Raumcecurve dritter Ordnung als Schnittcurve 
zweier Kegel zweiter Ordnung, welche einen gemeinschaftlichen Strahl haben. 
führt unmittelbar zu einer neuen Definition derselben auf projectivischem Wege. 
Wenn man zwei projectivische Büschel im Raume hat, so werden sich im 
Allgemeinen zwei entsprechende Strahlen derselben nicht treffen; es wird 
aber besondere Paare von entsprechenden Strahlen geben, welche sich schnei- 
den, und der Ort der Schnittpunkte solcher Strahlen ist die allgemeine Raum- 
curve dritter Ordnung, so dafs wir den Satz aussprechen können: 

Der Ort der Schnittpunkte je zweier entsprechenden Strahlen von 
zwei projeclivischen Raumbüscheln ist eine allgemeine Raumcurve dritter 
Ordnung, welche selbst durch die beiden Mittelpunkte der Raumbüschel 
hindurchgeht. 

Der einfache Beweis, welchen Sedewriz in der im Eingange ange- 
führten Abhandlung von diesem Satze giebt, ist im Wesentlichen mit dem 
folgenden übereinstimmend: 

Seien O und 0’ die Mittelpunkte der beiden projectivischen Raum- 
büschel, so kann der Verbindungsstrahl 00’ als dem Büschel O angehörig 
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betrachtet werden (in diesem Falle heifse er e), oder dem Büschel 0’ (in 
diesem Falle heifse er f’); im ersten Falle hat der Strahl e einen bestimmten 
entsprechenden Strahl e’ im Büschel 0’, und im zweiten Falle einen ent- 
sprechenden Strahl f im Büschel O0. Drehen wir eine Ebene & um den Strahl 
e, so hat dieselbe eine bestimmte entsprechende Ebene G, die sich um «e' 
dreht. Die Schnittlinie der beiden Ebenen E und € kann als ein Strahl des 
Büschels 0’ betrachtet werden und hat also einen bestimmten entsprechenden 
Strahl im Büschel 0, der in der Ebene © liegt; mithin schneiden sich zwei 
entsprechende Strahlen der beiden Raumbüschel in einem Punkte der Schnitt- 
linie (GE, EG’) und dieser gehört also zu dem gesuchten Orte. Nun ist klar, 
dafs während der Bewegung die beiden Ebenen G, © zwei projectivische 
Ebenenbüschel beschreiben werden, ihre Schnittlinien also einen Kegel zwei- 
ier Ordnung erzeugen, welcher seinen Mittelpunkt in @ und zu einem 
Kegelstrahle O’O hat; auf diesem Kegel müssen alle Punkte, welche dem ge- 
suchten geometrischen Orte angehören, liegen. Nehmen wir nun anderseits 
statt der beiden Geraden e und e’ die beiden andern Geraden f” und f, so 
erhalten wir einen zweiten Kegel, der seine Spitze in @ und zu einem Kegel- 
strahle @0' hat; der gesuchte geometrische Ort ist also die Schnittcurve 
zweier Kegel, die einen gemeinschaftlichen Strahl haben, w. z. b. w. 

Dieser Definition der Raumeurve dritter Ordnung steht nun nach dem 
Prinzip der Dualität eine reciproke Definition zur Seite, welche Seidewitz 
ebenfalls angiebt, ohne indessen bemerkt zu haben, dafs dieselbe Curve da- 
durch delfinirt wird. denn er nennt das zweite Erzeugnifs ausdrücklich einen 
excentrischen Kegel dritter Klasse. Die zweite Definition ergiebt sich fol- 
sendermalsen: 

Wenn man zwei beliebige Ebenen projectivisch auf einander bezieht, 
so wird jeder Geraden der einen Ebene eine bestimmte Gerade der andern 
Ebene entsprechen, aber es wird nicht jede von diesen Geraden mit der ihr 
entsprechenden in derselben Ebene liegen, sondern nur gewisse, und die durch 
solche entsprechende Geradenpaare gelegten Ebenen sind die Osculationsebenen 
einer Raumeurve dritter Klasse, also: 

Sind im Raume zwei projeclivische Ebenen in beliebiger schiefer 
Luge gegeben, so giebt es in denselben unzählige Paare entsprechender 
Geraden, welche in einer Ebene liegen, und alle diese Ebenen sınd die 
simsntlichen Osculationsebenen einer Raumcurve dritter Klasse, zu denen 


auch die beiden gegebenen gehören. 
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Der Beweis dieses Satzes ist dem vorhin gegebenen vollständig analoe 
und führt zu der Definition 1.,. dafs nämlich solche Ebenen sämmtlich zwei 
bestimmte Kegelschnitte A und B in den beiden gegebenen Ebenen a und 5 
gleichzeitig berühren, während die Schnittlinie (a@,6) eine gemeinschaftliche 
Tangente der beiden Kegelschnitte A und B ist. 


9. Der Satz in 5., welcher den eigentlichen Schwerpunkt unserer 
Betrachtungen bildet, und den Chasles zuerst in seiner Abhandlung angegeben 
hat, führt zu interessanten Polareigenschaften unserer Raumceurve, welche in 
eigenthümlicher Beziehung stehen zu denen der Kegelschnitte und der Ober- 
flächen zweiter Ordnung. 

Seien von einem beliebigen Punkte, den wir Pol nennen wollen, die 
drei Osculationsebenen an die Raumcurve gelegt und durch die drei Be- 
rührungspunkte eine Ebene, welche Polarebene heifsen soll, so sagt der er- 
wähnte Satz aus: Der Pol liegt in der Polarebene. 

Fassen wir irgend vier Osculationsebenen «, 5, c, d auf mit den Be- 
rührungspunkten {,, 4, £,, £, und bezeichnen die Ecken des von jenen Ebenen 
gebildeten Tetraeders 

(b,c,d) mit a 

(c,d,a a - 5b 

(d,ab) - « 

(a,b,c) - DD, 
so liegt nach dem obigen Satze a mit den drei Berührungspunkten der aus 
ihm an die Raumcurve gelegten Osculationsebenen in einer Ebene, d.h. 


at Lt 1, in einer Ebene 


- 


b t, t, E, . ur Eu 
c t, t, t; ev u is 
D t, ; t, . = u 


also das Tetraeder, welches zu seinen Ecken die vier Berührungspunkte 
t,, &, d;, t, hat, ist dem ersteren nicht nur ein- sondern auch gleichzeitig 
umgeschrieben, also: 

Vier Punkte einer Raumcurve dritter Ordnung bilden ein Tetraeder, 
die vier Osculationsebenen in denselben ein zweites Tetraeder; jedes ist 
dem andern gleichzeitig ein- und umgeschrieben (Möbius, dieses Journal 
Bd. III, pag. 273). 
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Hieraus ergiebt sich eine sehr einfache lineare Construction einerseils 
der Punkte, anderseits der Osculationsebenen einer Raumcurve dritter Ordnung, 
wenn man drei Punkte mit ihren Osculationsebenen kennt. 

Aber es folgt auch weiter, dafs wenn man n Punkte einer Raumcurve 
zu einem schiefen neck verbindet, die n Ösculationsebenen in denselben ein 
zugehöriges flach bilden, welches jenem gleichzeitig um- und eingeschrie- 
ben ist. 

Halten wir aber jene vier Osculationsebenen mit ihren Berührungs- 
punkten fest, so haben wir folgende Systeme von je vier Punkten immer in 
einer Ebene liegend: 


RE > eV 
ER . ZZ. 2 
Cl.) ee u CH.) h: ».8.3 
» u 6% U RR 


ferner isl 

die Schnittlinie (@,d) identisch mit der Kante cd 

- - (ec, d) - - .- - ab. 
Nehmen wir jetzt die Verbindungslinie at,, so schneidet dieselbe offenbar (c, d) 
und Z,%, ferner aber auch /,f, wegen der ersten Zeile in (I.) und cd oder 
(a,b) wegen der zweiten Zeile in (II.), also die vier Geraden 

(a, b), (6, d), ht, Gl, 
von denen keine zwei in einer Ebene liegen. werden von der Verbindungs- 
linie 
at, 
alle vier geschnitten; ganz auf dieselbe Weise zeigen wir nun auch, dafs 
dieselben vier Geraden von der Verbindungslinie 
bi, 
sämmtlich geschnitten werden, und ebenso auch von 
ct, und d£.. 
Jene vier Geraden werden also von vier andern gleichzeitig geschnitten, was 
nicht anders möglich ist, als wenn sie vier Generatrices derselben Art von 
einem einschaligen Hyperboloid sind, d.h. jede Gerade, welche drei derselben 
schneidet, mufs auch die vierte schneiden, hieraus folgt der Satz: 
Wenn man bei zwei einander gleichzeitig ein- und umbeschriebe- 

nen Tetraedern eine Kante des ersten und diejenige Kante des zweiten, 
welche ihre Endpunkte in den durch jene gehenden Flächen hat, sodann 
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die diesen beiden Kanten gegenüberliegenden in beiden Tetraedern auf- 
fafst, so sind diese vier Geraden vier Generatrices derselben Gattung 
von einem einschaligen Hyperbolo:d *). 

10. Mit Hülfe dieses Satzes erkennen wir leicht eine Grundeigen- 
schaft der Pole und Polarebenen unserer Raumceurve. Um nämlich zu einem 
beliebigen Pole p die Polarebene zu construiren, brauchen wir nur zwei Os- 
culationsebenen « und 5 von p aus an die Raumcurve zu legen, ihre beiden 
Berührungspunkte /, und 7, mit p durch eine Ebene zu verbinden. so ist dies 
schon die Polarebene zu p; der Berührungspunkt der dritten aus p an die 
Raumecurve gelegten Osculationsebene wird von selbst in dieser Polarebene 
liegen. Legen wir also die Ebene »/,f, und nehmen in ihr einen beliebigen 
Punkt x an, so dürfen wir, um zu ıı die Polarebene zu finden, ebenfalls aus 


‘r nur zwei Osculationsebenen @ und 5 an die Raumcurve legen und die 


beiden Berührungspunkte 7, und 7, mit zz durch eine Ebene verbinden; 
ich behaupte, diese Ebene mufs durch » gehen; in der That die vier Os- 
culationsebenen «a, db, «, 5 bilden ein Tetraeder, welches dem Tetraeder /,4;r,r, 
gleichzeitig ein- und umbeschrieben ist. Nach dem obigen Satze liegen aber 


die vier Kanten 
(a, b), (0, P). T, l;. T,T, 


so. dafs jede Gerade, welche drei derselben schneidet, auch die vierte schnei- 
den mufs: da nun p, #,. 7,, sc in einer Ebene liegen, so schneidet die Gerade 
prı die drei (a,b), (0,/), #t,. folglich mufs sie auch 7,r, schneiden. d.h. 
pP, 7, T,. 7, liegen in einer Ebene, oder die Polarebene ır,r, des Poles 
geht durch p. Wir können daher folgenden Satz aufstellen: 

Liegt ein Punkt in einer Ebene, so geht die Polarebene des Punk- 
tes durch den Pol der Ebene, oder was dasselbe ist: 

Geht eine Ebene durch einen Punkt, so liegt der Pol der Ebene 
in der Polurebene des Punktes, d.h. 

Die Polarebenen sämmtlicher Punkte einer beliebigen Ebene laufen 
durch einen Punkt, welcher selbst in dieser Ebene liegt und ihr Pol 
ist; oder 

Die Pole sämmtlicher Ebenen, weiche durch einen festen Punkt 
gehen, liegen in einer bestimmten Ebene, welche den Punkt selbst enthält 
und seine Polarebene :st. 





*) Dieser Satz ist bereits auf anderem Wege von Möbius im 10" Bande dieses 
Journals pag. 336 bewiesen. 
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Nehmen wir zwei beliebige Punkte und legen durch dieselben eine 
Ebene. so mufs ihr Pol sowohl in der Polarebene des ersten als auch des 
zweiten Punktes liegen, d. h. auf der Schnittlinie der beiden Polarebenen, also: 


Die Polarebenen sämmtlicher Punkte, welche in einer Geraden 
liegen, schneiden sich in einer bestimmten zugehörigen Geraden, und 

Die Pole aller Ebenen, welche durch ein und dieselbe Gerade 
gehen, liegen auf einer bestimmten zugehörigen Geraden. 

Hiernach entspricht also jeder Geraden eine zweite Gerade, so dafs 
jeder Punkt der einen zu seiner Polarebene die durch ihn und durch die 
andere Gerade gelegte Ebene hat, und dafs von jeder durch die eine Gerade 
gelegten Ebene der Pol derjenige Punkt ist, in welchem sie von der andern 


Geraden getroffen wird. 

Sei E die Polarebene eines Punktes p und nehmen wir einen Punkt y 
in derselben, so wird seine Polarebene € durch p gehen, sie mufs aber 
selbstverständlich auch durch p gehen, also die Schnittlinie der Ebenen K und 
& wird mit der Verbindungslinie pp coincidiren, d. h. diese Gerade wird sich 
selbst zur entsprechenden haben; wir schlielsen also: 

Unter allen Paaren zugehöriger Geraden giebt es unzählig viele 
sich selbst entprechender Geraden; in einer beliebigen Ebene besilzen 
alle Geraden, die durch den Pol derselben gehen diese Eigenschaft; jede 
andere Gerade dieser Ebene aber nicht; sondern eine solche Gerade hat 
zu der ihr entsprechenden eine bestimmte Gerade, die nicht mit ihr in 
einer Ebene liegt. Es ist ferner von selbst klar, dafs jeder Punkt der 
Raumcurve zu seiner Polarebene die Osculationsebene der Curve und 
jede Osculationsebene der Curve zu ihrem Pol den Berührungspunkt 
hal; jede Tangente der Curve ist eine sich selbst eutsprechende Gerade. 


Wir haben oben 4. gesehen, dafs es in einer beliebigen Ebene E 
nur eine einzige bestimmte Gerade giebt, durch welche zwei Osculations- 
ebenen der Raumcurve gehen, folglich mufs durch den Pol » der Ebene E 
und die Berührungspunkte der beiden Osculationsebenen die entsprechende 
Gerade gehen; dieses ist ein ausgezeichnetes Paar entsprechender Geraden. 


Wir schliefsen zugleich: 

Durch einen beliebigen Punkt p des Raumes giebt es nur eine 
einzige bestimmte Gerade, welche der Raumcurve in zwei Punkten be- 
gegnet, und hieraus folgt, dafs die Perspective der Raumcurve von einem 





ee an et 
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beliebigen Punkte aus auf irgend eine Ebene eine Curve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte ist. 

Es findet in Bezug auf das hier auftretende polare Entsprechen von 
Punkt und Ebene, Gerader und Gerader, Ebene und Punkt, eine merkwürdige 
Uebereinstimmung mit den reciproken Verhältnissen statt, auf welche Möberus 
(in seiner Statik pag. 151 und Bd. 10, pag. 317 dieses Journals) von stali- 
schen Principien aus gekommen ist. Man erhält nämlich aus den eben auf- 
gestellten Sätzen die dortigen, wenn man nur an Stelle von Pol — Nullpunkt 
und an Stelle von Polarebene — Nullebene setzt. Die aus diesem statischen 
Ursprunge unternommenen geometrischen Untersuchungen „über eine besondere 
Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im Raume” (welche Möbius im 
10" Bande dieses Journals, pag. 317ff. mittheilt), die mit den hier erhaltenen 
Resultaten in Bezug auf die Raumcurve dritter Ordnung vollständig überein- 
stimmen, zeigen deutlich, dafs ebenso wie in der Ebene der Kegelschnitt die 
sogenannten dualen oder reciproken Verhältnisse vermittelt, im Raume einer- 
seits die Oberfläche zweiter Ordnung und anderseits die Raumcurve dritter 
Ordnung (oder Klasse) auf den eigentlichen Ursprung der räumlichen Dualitäts- 
verhältnisse führen. 

Die merkwürdige Analogie, welche die Raumcurve dritter Ordnung 
mit den Kegelschnitten darbietet, dürfte bei der unzähligen Menge von Eigen- 
schaften, welche man bis jetzt von den Kegelschnitten kennt, zu vielen in- 
teressanten Eigenschaften der Raumcurve dritter Ordnung führen, welche auch 
für die analytische Behandlung nicht ohne Interesse wären. Insbesondere dürfte 
bei der neuerdings von Möbius aufgestellten Theorie der Involution im Raume 
die Raumcurve dritter Ordnung dieselbe Rolle spielen. wie der Kegelschnitt 
bei der gewöhnlichen Involution. 


Breslau, den 13° April 1858. 
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Bemerkung zu vorstehender Abhandlung. 


(Von Herrn Joachimsthal.) 





Sind p, g, r, s vier lineare Ausdrücke in Bezug auf x, y, 2, deren 
Determinante nicht verschwindet, so kann man die Gleichungen zweier Hyper- 
boloide mit einer gemeinschaftlichen Kante folgendermaafsen darstellen 


(1.) pr —-4S = 0, 
(2) plep+Pg-+yr+ds)—g(ep-+Ppgy-+yr-+ld's) =. 
Die Gleichung (1.) kann man ersetzen durch das System 


(3.) Z=u, =», Z—w; 
seizt man diese Werthe in (2.) ein, so ergiebt sich zwischen % und v eine 
Relation, mittelst derer man % durch © bestimmen kann, so dafs für die Raum- 
curve dritter Ordnung, welche mit den Geraden p=0, 9=(0 zusammen 


den Durchschnitt von (1.) und (2.) bildet, die Gleichungen bestehen 


Pi ee ee er 
a A his 2 > 4 Bl aan 1 7 dan ne 





von den Functionen f, fi, %, / erreicht wenigstens eene den dritten Grad. 
Löst man die Gleichungen (4.) nach &, y, z auf, so bekömmt man Ausdrücke 


von der Form 


m At Av AV AV, yes B+BD'v+ B'u’+ bo’ 
Ä D+DELDIELDNN? D+DU DIE DE 
+ nt Om Lem? 
© 7 D-+ Def Dro®+ DM? 
Umgekehrt sind alle Curven, welche sich durch das System (5.) darstellen 
lassen, im Allgemeinen Durchschnitte zweier Hyperboloide mit einer gemein- 
schaftlichen Kante, so dafs also die Curven bei Möbeus (Baryc. Calc. p. 116), 
auf welche ich Herrn Schröter aufmerksam gemacht habe, allgemeine Raum- 
curven dritten Grades sind. In der That leitet man aus (5.) folgende drei 











RR 


Gleichungen ab: 





ES RR Dee W470 


Joachimsthal, Bemerkung zu vorstehender Abhandlung. 45 


wo unter 9, 9, 7, s lineare Ausdrücke in Bezug auf x, y und z verstanden 
sind, Gleichungen, welche mir die einfachste Form für die analytische Be- 
handlung der Raumcurven dritten Grades zu haben scheinen; jedem Punkte 
der Curve entspricht ein gewisser constanter Werth des v; ein solcher sei 
gleich v,, dann liegt die Curve (6.) offenbar auf dem Hyperboloide 


(.)  plg—?ru-+s0})—g(p— ?g, +rvi) = 0. 
Denkt man sich demnach ein zweites Hyperboloid, ähnlich wie (7.) gebildet, 
für welches der Parameter v, einen andern Werth erhält, so ist (6.) der 
Durchschnitt beider Flächen. 
Die Ebene, welche (6.) in den Punkten v,, v,, v; trifft, hat zur Gleichung 


8) ?- wm +9 4+V)9g4+Wwn 4904 90%)r— vd,V,5 — dv, 
also ist die Osculationsebene im Punkte v, 
(9) p—- vg +-Ieir—vis = 0 
u.s. w. Es ergiebt sich hieraus z. B., dafs jede Ebene, die durch den 
Durchschnitt zweier Osculationsebenen geht, die Curve nur in eenem reellen 


Punkte trifft, u. s. w. 
Ich bemerke noch, dafs wenn die Curve drei reelle Asymptoten hat. 


sie folgende einfache Darstellung gestattet, 


a b c 
(10) —re= rat rue ar 
ähnlich der Hyperbelgleichung 
a b | 
— te = erP 


die sechs Constanten in (10.) lassen sich, wie man sofort sieht. auf eine 


reduciren. 
Eine Anzahl andrer nicht uninteressanter Sätze und Formeln unterdrücke 


ich, der Kürze wegen. 
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De problemate quodam mechanico, quod ad primam 
integralium ultraellipticorum classem revocatur. 


(Auctore ©. Neumann, Hallae.) 





g. 1. 


Problema proponitur. 


| . .z0 } . 
Sin puncti mobilis Coordinatae orthogonales z, y, 2; sit 


tet 
aequalio globi, in cujus superficie hoc punctum manere coactum est, sit deni- 
que ax --by’--cz’, designanlibus a, d, c datas Constantes quaslibet positivas 
vel negativas, functio potentialis virium punctum solicitantium: quaeritur, qualis 
sit puncti molus. 

Semper «<b<Ze haberi supponemus. 

Ut ante oculos habeatur talium virium exemplum, adnotamus, homoge- 
neam massam Ellipsoidis punctum internum X, y, 2 ita attrahere, ut virium 
attrahentium funetio potentialis formam habeat ar’ --dy?’-cz°, siquidem axes 
prineipales Ellipsoidis pro axibus Coordinatarum sumti sint. Adnotamus prae- 
terea, si Ellipsoidis aequatio sit 


‚2 ‚2 Re 
x A En 

a? ß° N y® 

alque semiaxes @, P, y in relatione «<< $#<{y habeantur, etiam haberi 
a<b<Zce (quod formulis ad Valores Constantium a, 5, c determinandos 


usitatis faciliter apparet). 





S. 2. 


De aequatione Hamiltoniana. 


Hamilton und Jacobi theorema posuerunt, quod nostro problemati ac- 
commodatum, sic enuntiare convenit. 

Propositus sit molus puncli, in data superficie manere coacti, atque a 
datis viribus sollieitati. Sint x, y, 2 Coordinatae puncti orthogonales; sit 
0=II(z,y,2) aequatio superficiei, sit denique U=f(x,y,2) functio potentialis 
virium. — Loco Variabilium &, y, % introducantur novae Variabiles A,, A,, 
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quae substitutae aequationi O—=J//(xz,y,2) sponte ei satisfaciant; formetur 
aequatio differentialis partialis: 














op cp 
0 
oA, oA, 
Op\ |Uıı Un op 
1. 0 = 2U— pin je — u r 
(1.) ( a, u. + O4, 1 Un 
6, 
2. Un, Un 





designantibus %,,, U, %» eXpressiones: 
IC DEIC HET) 
nt 


08 O8 ı, &y % , 2 0, 
ee ar OA, Oh, Ta a’ 








inveniatur functio p Variabilium A,, A,, ?, isti aequationi differentiali partiali 
sufficiens, ac duas Constantes arbitrarias A, B praeter Constantem additio- 
nalem involvens: pendebit determinatio motus propositi ab integratione binarum 
aequationum differentialium primi ordinis inter tres Variabiles A,, A, £: 


OP __ dA, dA, 
u ee 


(2.) 
OP __ - dh, 1 dA, 
5, Mhz Ta 





S. 3. 


Propositum problema mechanicum ad integralia ultraelliptica primae classis 
solvenda revocalur. 


Praemissam regulam nostro problemati adhibeamus. Conjungamus Va- 
riabiles z, y, 2 cum novis Variabilibus A,, A, per aequationes: 


x? y? 2? er 
1, —a Tr „,—b r K—e —- 0, 
x’? y’ 2? 
), —a + ,—b ; ,—c 2. 
adjiciamus aequationem conditionalem 


2 2 RER . 
+41; 
eruuntur Quantitatum 7, Y, 35 Un Un, Un; U hae expressiones: 








| 
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2.24 /(a—k, \a—A,) nu TO A, —h, 
Mr ki (a—c)’ inet Si 





>» 


e )\(b—A,) _ ıah—ı 
3.) Ba N - = (b—.au) — e.. : 











—4,)(e—,) N 
(e—u)(ce—b) ’ 1 a 


U= artby tor — (a+b+0)- (442), 

ubi 5, 7, 5 Quanlitatem abiguam +1 repraesentant ac brevitalis causa 
A, — (4, — a) (1, — b) (— 6), 
A, — (2 — 4) (ki, — b) (A, — €) 








> / 
“> - ’ 
nn. — | 


positum est. Iiaque aequatio differentialis partialis (1.) hanc induit formam 


























oo: x 
0 = (2a ++) — 2,42) #). e „+ Fe u, 0 
= 0 un 
vel Determinantia solvendo: 
0 = (4,4 b2)+4 . — (a-b 1 C )+ rn (+ _ () 


vel ipsorum %,,, %» valores introducendo: 
0—= (R—R)+(h1—n)(4 (af b4+0))—24, (2) +24. €) == M. 


Cujus aequalionis dexlera pars, brevilas causa = M posita, discerpi potest in 
hos ires terminos, binis Constantibus Arbitrariiss A, B praeditos: 


—(a+b+0c)+44+B)(,—4) = M,, 
2A, (FE) -( „u— A), —-D= HM. 





24:8 2). A),»—B) = M,, 


ta u M= -- M,— M,--M, habeatur. Apparet expressionym Yu Yı, rs 
ita consliluarum, ut respeclive aequationibus M,—=0, M,—=0, M,—=0 satis- 
laciant, primam 4, unius Variabilis /, secundam y, unius Variabilis A,, tertiam 
f, unius Variabilis A, functiones esse. Unde aggregatum +Y9,+9, erit 
aequalio nostrae M==0 solutio completa, duas scilicet Constantes arbitrarias 
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A, B involvens; prodeuntque aequationes: 





Op dp 

= (+ ( Io,. _—ı 1 
op __ Op, 
ol, 0, ' 


vel,. valoribus quotientium differentialium 2 ope aequationum M,— 0, 
i 2 


M,=-0 determinalis, 


























op 200 (A, — 4), — B) 
27, Su : Sau, 
op "PRECHREN (A,— A)(),—B) 
bei ee 


ubi &,, & quantitatem ambiguam +1 significant. Jam aequationes differentiales 
(2.) evadunt sequentes: 





(,—A\A,—B) _ 5, —A, da, 





























U er 
Kay“ Pen —B) ri 1, —), di, 
ß 7 AT 
Quae aequaliones, brevitalis causa posito: 
YA, hy —A)(4"—B) = 18, — a), —b)(y—c)(h,— Alu —B,=L.. 
ySA; (h, — 4A) (}, — B, =] Sl, —Ad) da— b)(}, — C)(h, — A) (A, — B) = L; R 


induunt hanc simplicem formam: 








I“ A 1 a)Gr, 
(4.) 2 
L = (u, —-i4)— 
(& > 
vel etiam hanc: 
RE 
- &l, Tr &L, > 0, 
(3.) 
id ı hdh, _ 2 
5 Eu "re 


Sint /4,, & Variabilium 4,. 3, valores conjugati temporis valori £—=0, 
ex istis aequationibus differentialibus intra limites 2=0 et ft summatis 
prodeunt aequationes integrales: 


ba 5 





| kı Adi I: di 
€) 
lı 


-! 
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En formulae, quibus Coordinatae elliplicae A,, A, a tempore 2 pendent, 
affeclae quatuor Constantibus arbitrariis 4, 4, A, BD, quarum valores ex dato 


statu initiali repetendi sunt. 


S. 4. 


Ouatuor casus status initialis discernuntur. 


Variabiles A,, 2,, quippe quae radices sint aequationis quadraticae: 
‚2 2 2 


a + Y QS N 0 
img! 1 A—c 0, 








semper quantitates reales esse, ac, posiio au<db<-c et ,<h,, eliam fieri: 
Tr) ZA <H 
satis notum est. Habetur igitur‘ 
AZ (y—a(khy—b)(h, 
RZ(h— 4), —b)(a—cC) = neg., 
quae formulae, quoniam aequationes (4.) vetant expressiones L,, 4, valores 


induere imaginarios, suppeditant 
2° 





c) = pos. 











34 = ( — A)(\,—B) = p0os. 
L? 
34, = (»—A)(»—B) = neg. 


Unde sequitur, Constantes A, B semper reales esse, ac, posito A<B, eliam fieri 
(8), <cA<a.<B. 
Formulae (7.) et (8.) comparatae demonstrant, inter Quantitates 4,, A,, 
a, b, c, A, B hosce quatuor ordines 
. u, za<h <a 
L. a < u, <zA<i<ı.<e<B 
Il. a<,<b<A<u,<B<oe 
IV. au, <b<A<n<e<DB 
possibiles, impossibilem alium ordinem esse. Qui ordines qualuor, quorum 
quisque Variabilem A, in secundo loco et Variabilem A, in quinto loco habet, 
prodeunt e quatuor Constantium a, db, c, A, B ordinibus 
ll. a <A<b<B<e 
1. a <A<bdb<e<B 
Il. a<b <A<B<oe 
IV. a <b<A<e<hB. 
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Constantes a, d, ec viribus Mobile sollicitantibus pendent, Constantes A, B 
ab initiali statu Mobilis.. Dum igitur vires Mobile sollicitantes eaedem 
manent, aliis initialibus statibus alii Constantium A, B valores, aliique Con- 
stantium a, 5, ec, 4, B ordines prodibunt. Jam qualuor casus status initialis 
discerni licet. Ponimus in primo casu status iniliales ita constilutos, ut primus 
istarum Constantium ordo evadal; ponimus in secundo casu status iniliales ita 
constitutos, ut secundus istarum Constanlium ordo evadat; etc. 


S. 5. 


Ex status initialis quatuor casibus provenire qualuor genera motus. 
Status initialis casibus aliis, aliae nalturae esse orbitam Mobilis osten- 


damus. Ac primum quidem conos, contentos aequatione 
‚2 ‚2 2 


9.) gi to! 0 


a A—t 








vel curvas, quibus globus ab istis conis secatur, consideremus. 
Construantur ambae Rectae, in x, z plano sitae, contentae aequatione 


2 2 


T Pe 


— 


re "7 
punclaque qualuor, quibus istae Rectae globum secant, pro focis Ellipsium 
sphaericarum sumantur. Duo inde genera Ellipsium spbaericarum oriuntur, 








quorum alterum x-axi circumduclum, alterum z-axi circumductum est, quoniam 
a<b<-c haberi statuimus. Prius genus signo E,. posterius genus signo E, 
designamus. Jam ex aequatione nostra (9.),. posito a<ZA<Zb, omnes generis 
E, Ellipses prodire, et, posito 6 <A<{c, omnes generis E, Ellipses prodire 
notum est. Signo Ej denotamus eas binas generis E, Ellipses, quarum —=% 
est, ac signo Ei, denotamus eas binas generis E, Ellipses, quarum A—; est. 
Invenimus 
posito primo ordne: «<< A<b<B<ec 
Mobilis Coordinatarum ellipticarum alteram }, in intervallo «... A, alteram 4, 
in intervallo 4... B manere coactas esse. Unde sequitur, Mobile neque in 
puncta, quorum 7, extra intervallum «a... A situm sit, neque in puncla, 
quorum 4, extra intervallum 5... B situm sit, ullo tempore deferri posse. 
Puncta, quorum 4, extra intervallum a... A vel (quod idem est) intra 
intervallum A...b situm est, omnia areis binarum Ellipsium E“ continentur. 
Porro puncta, quorum 3, extra intervallum 5... B vel (quod idem est) intra 
intervallum B...c situm est. omnia zona, inclusa a binis Ellipsibus EP, con- 


tinentur. Jam nulla superficiei globosae portio motui Mobilis relinquitur nisi 
7* 
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bina Quadrilinea, sita circum bina puncta, 
quibus globus a z-axi secatur, inclusa a 
binis Ellipsibus E/‘ et a binis Ellipsibus 
E? (Figural. repraesentat dimidium super- 
ficiei globosae, in qua bina Ellipses E/ 
et binae Ellipses #} ductae sunt. Ab istis 
Ellipsibus inclusa Quadrilinea, in quibus 
punctum moveri debet, alba sunt, cetera 
vero superficiei globosae portio lineis spar- 
sa est). 

Eadem ratione concludimus: 
posito secundo ordne 4 <A<Pd<e<B, 
zonam, inclusam a binis Ellipsibus #, 
posito tertio ordine «-<b<A<B<-e, 
binas zonas, inclusas a binis Ellipsibus £ 
et a binis Ellipsibus E}, 
posito quarto ordine a«<<b<A<c<B, 
zonam, inclusam a binis Ellipsibus K, 


is ae ae 


esse eas porliones superficei globosae, in 
quibus Mobile moveri coactum sit. (In 
secundo, tertio, quarto casu Mobile semper 
manebit in iis superficiei globosae portio- 
nibus, quae respective in figuris II. III. IV. 
albae sunt.) 

Fig. IV. 


Zu 
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S. 6. 


De figura orbitae. 
Operis pretium videtur, varia, quae ad figuram orbitae cognoscendam 


adjuvant, colligere. — Quatuor ordinum, qui inter Constantes a, b, ec, A, B 
intercedere possunt, quolibet designato per 
m, <INn, <m, <INn,< 


invenimus supra, Variabilem 4, semper intervallo m,...n, et Variabilem 4, 
semper intervallo »n,...n, contineri. Quod, designante k quemlibet numerorum 
1, 2, brevius sic enuntiatur: Variabilis A, semper intervallo »n,...n, continetur. 


Quoniam Quantitates (A, —/),), n—ä, nl discontinuos valores 
induere nequeunt, ex aequationibus supra (4.) inventis 
ul, = y—h,)kıs 
&L, = (2 — A)ia 


apparet, non nisi evanescente L,, fieri posse, ut quantitas ambigua &, — +1. 
omisso valore altero, alterum induat. Unde sequitur, non nisi A,— m, aut 
4, =n;, habeatur, fieri posse, ut signum ambiguum &, e altero valore in 
alterum transeat. 

Quoniam Quantitates (A, —4,), L,, L;, dt semper positivas esse con- 
stat, iisdem aequationibus hoc alterum apparet, signa — &, et +, respective 
Variabilibus A,, A, erescentibus positiva, decrescentibus negaliva esse, binorum- 
que signorum quodlibei &, semper vicem valoris obire, simulac A, vel a de- 
crescendo ad crescendum vel a crescendo ad decrescendum transeat. Unde 
sequilur, signum ambiguum &; vicem valoris semper obire, simulac A, — m, 
vel 4,=n;, habeatur. 

Si priori posterius jungitur hae emergunt propositiones: 

(10.) Simulac Variabilis ),, in intervallo m,...n, versans, in alterutrum 
istius intervalli finem adducitur, signum ambiguum &, vicem valoris obit; 
zmmulalum manet pro ceteris Variabilis 1, valoribus. 

(11.) Variabilis 4, in intervallo m,...n, versatur ia, ut ab m, ad n, 
perpetuo crescens ascendat, tum ab n, ad m, perpetuo decrescens descen- 
dat, periodumque istam in aeternum conlinuet. 

Jam ad figuram orbitae cognoscendam aliae contemplationes in auxilium 
vocandae sunt. — Per locum, quem Mobile quolibet tempore Z habet, ducantur 
binae Ellipses, altera generis E,, altera generis E,; per idemque punctum 
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ducantur binae Reclae r,. r,, istas Ellipses tangentes, ita ul Recla 7, nor- 
malis Ellipsi #,, et Recta 7, normalis Ellipsi E, fiat. Sint R,, R vires. 
Mobile sollieilantes, respeclive secundum direcliones 7,, 7, sumlae; porro 





sint W,. W, Mobilis velocitates, respeclive secundum easdem direcliones 7, r: 


sumlae: fil a 


OU oU oU 
e zus Gerz, ee, vorerı). 


rY r Las r 





IR. = 25 cos (2r,) -- 


cos (yr;) - J cos/zr,;, 
- ( a) — (ZT,) 
672 Oy he 02 : alla 





(N, = reos(er,)+y'cos(yr,)+2z’cos(zrj). 

IV, — x cos (er,)-+y'cos(yr,)-+2’cos(zr,), 
dh) j dx , dy u ' u; 
siquidem ponitur — —#, —, =Yy; 7 alque (er,) angulum designat. 


quem Recla r, cum direclione z-axis conslituit, elc. 
Binas formulas posleriores etiam sie exhibere licet: 


(= cos (er) -) N eos(yr)t+ 2 - 008 (2 un 
— — A ) —t- = S -ye\ 

OA, „ oA, Bu? ER . 
& cos /zr,)+ ——-cos/yrı)- —_cos/ ))3 
\27, 3% YrT za, 8er) i: 








oXx 
y,= \reos(zr)- 
O/ 





0) 
only) Feresian;))i: 
oA, 0s/ 2) 0s(® “ l 


j x ” 
O1, cos ar) + 2 zer EI —_cos(2 r; ))2; 


Jam adhibendo formulas nolas: 








cos(rr,):cos(yr,):cos(zr,) = ne er 
t ol, OA OA 

cos(rr,):cos(yr,):cos(zr,) —= Fe %% u; 
oder: En i ol, OA, OA, 


w 


adhibendoque formulas supra (3.) erulas: 


(4 ie: 7)- (G )- 
I A 


or 08 N oy. 0 , 02..0%.,, 0: 





— $ u fl  — 0 bei u. 


aa are, 


obtinenlur haecce expressiones: 














__ 4 (kalt —d)Nd—e) 94 — Ayla —B) 

(12.) Ir a <> A: dern ei u 

re 4 (A—u)il,—b)(A,— e) u (A,— A) (2, —B 
m 4 ZH, “ V:= 2 jl K1, 7 





Neumann, Problema mechanicum. 55 


Si adnotamus, punctorum globi eorum, quae in yz-plano sila sint. 

Coordinatam ), —=a esse: eorum, quae in s2-plano sita sint, aut Coordinalanı 
»,—=b aut Coordinatam A,—b esse; eorum denique, quae in zy-plano sita 
sint. Coordinatam 4, = ec esse: ac si brevitatis causa tres circulos eos, in 
quibus globus a planis Coordinatarum secatur, nominamus principales circulos: 
suppeditatur expressionibus Velocitatum V,, V, haec propositio: 
(13.) 8: in quodlibet punctum cujuslibet circuli principalis Mobile ad- 
ducitur, fieri nequit, ut ea Velocitatis Componens, quae plano circuli 
principalis normalis est, evanescat. Mobile igitur alicubi in circulum 
principalem adductum, transducitur per circulum. 

Expressionibus nostris Velocitatum V,, V, aperitur methodus, qua figura 
orbilae investigari potest. Involvunt enim illae expressiones hancce legem: 

Per unumquodque punctum orbitae Mobilis ducatur Ellipsis ge- 
neris E,, colligantur omnia puncla, in quibus direclio orbilae cum direc- 
tione Ellipsis transductae eundem angulum w, ex arbitrio sumplum, con- 
stituit: sila sunt ısla puncla omnia in curva, quae auzilio Coordinatarum 








ellipticarum sic exhibelur: 
(2— 4)(»— B)-+ ang? o.(, — A)(h—B) = 0. 


$. 7. 
De signis ambiquis &,, &,, &, m £. 

Legem, secundum quam ambi valores signi &, et ambi valores signi &; 
alternant, jam supra (10.) statuimus. Reliquum est, ut, quibus valoribus in statu 
initiali gaudeant, investigemus. | 

Aequatio quadralica 

2 ‚2 „?: 


LK ’ Y | — as 0 
A —iui ) —— b - . =>tC 








etiam sic exhiberi licet 

2 —IE(b+ 0)’ ber — 0, 
siquidem signum > denotat, formandos esse binos terminos, similes termine. 
qui sub signo I positus est, omnesque tres terminos summandos esse. Quoniam 
;4, 4, istius aequationis radices sunt ac A, <A, est, exprimuntur facile et sine 
ambiguitate A,, 4, per X, y, 2, exprimunturque 4. 4% per 2, y,2;x,y,?®'. 
Quibus formulis erutis elucet, signa binorum expressionum: 





(Z(b-10)2°.2(b+0)20— 2Zberz') — Z(b--.c) 22 y(Z(b+c) 2)’ — 4Xber" 





(Z(b--c)2°. Z(bd-+0)2e0'—23bere) + F(b—ce)ce y(Z(b+-c)2)—48bcr 
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aequales esse respeclive signis Quantitatum —4, et 4%,, vel aequales esse 
respective signis &, et &. Aequalionibus (4.) scilicet apparet, signa &, et & 
aequare respective signa (uantitatum —ı,et +. 
Jam initialibus valoribus Coordinatarum x, y, & Velocitatumque x’, y', 2 
datis, quomodo signorum &,, & initiales valores determinentur perspicuum est. 
Coordinatis elliptieis A,, A, per tempus ? expressis, valores Coordina- 
tarum orthogonalium x, Y, & suppeditantur formulis: 


' 





a—4,)(a—4,) 
(a—b)\(a—e) ’ 





2 = S.y 





Mb—4), )(b—4,) 








RT 7. (b—e)(b—a) ? 
Beste c /(e—A, \(c—4A,) 





al | (e—a)(c—b) 


Dubitatio igitur, qui valores quoque tempore signis &, n, & tribuendi 
sint, tollenda est. Ac primum quidem patet, signum & non, nisi evanescente 


ipsius 2 expressione, vicem valoris obire posse. Sed, nisi A, =« habeatur, 
fieri nequit, ut ipsius x expressio evanescat, quoniam A, extra intervallum 
a... b et A, extra intervallum 5 ... ce egredi nequeunt. Similiter signa n, & 


examinare licet. Prodeunt haecce regulae: 
Nequeunt alternare ambi valores signi 5, nisi fiat \,=ua; ambi 
valores sign? n, nisı fiat aut 1,—=b aut ,=—=b; denique ambi valores 





signi I, mist fial hy, c. 

At Quantitates ambiguas $, n, & istis conditionibus ab altero valore in 
alterum transire non lantum posse, sed etiam cogi, perspicuum est ex iis, 
quae supra (13.) de Orbita Mobilis invenimus. 

De initialibus valoribus signorum $, 7, & nulla dubitatio est, quippe qui 


initialibus Coordinatarum &, y, & valoribus datis, dati ipsi sint. 


$. 8. 


Quomodo e dato statu initiali Valores Constantium arbitrarium 1, l,, A, B 
determinare liceat. 


Designantibus &,, Yu, 2, initiales valores Coordinatarum z, y, 2, patet, 
I, l, esse radıces aequationis quadraticae: 


‚2 


Lo u: y 2 ud 
A—a ! jest I 0, 


alque esse /, minorem, /, majorem radicem. Aequationibus (4.), quae in hunc 
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quoque modum exhibere licet: 








7 \ ” (A re 4,)” 4, a 
ja-2u-B = 757°. 
” A — 2 4 
| (da . A) (da ua B) —— (A, u. aaa. 


determinantur Constantium A, B valores, siquidem pro Quantitatibus 4,, 4. 
),. 4, initiales valores sumti sunt. Unde, in auxilium vocala aequalione identica: 


E-AME—B) _ A-MA-B) 1 | RAAB 1 1; 


(0—4 )\o—),) ae 0—A —h, o—A, 











prodit aequatio 


(A, — 4, )A 4 1 L (1, — A )M, A, 1 14 
84 o—A, | 8A, o—A, 








respectu Quantitatis o quadratica, conformataque ita, ut quaesilae Constantes 
A, B fiant radices. Quae aequatio etiam sic exhiberi potest: 


- . 21 9, 
f . f N I) (A, Be \ „4 4 “ ı (4, — A )AyK, / ; \ 
0 — \ 0 Zn hı) (© — ba) er 1 (0 nn ha \ - SA : 0 nn bei j 


i 








vel etiam sie: 
’ WORTRIROR MM Ad, 
(14.) 0 = —p1(hı- Ba)+ (dı —h)(57 z) 


2173 zu 
KR Piz (ai RE. Br Ad): 
ELAPETENS "1/ A 





Ut hujus aequationis coefficientes, nunce per Coordinatas gs eX- 
pressae, exprimantur per Coordinatas orthogonales, addueimus formulas, jam 
plus semel adhibitas: 




















„Or  K—N 
25) Be 
z(I2) _ Ah 
(5) I 
OR. Bx 
u a 
adducimusque has novas formulas: 
> oXr ) r A (A, —4,) 
o 4A ° 
2 ge) _ hAu—h) 
OÖ), 4A, ° 
Or Or 
>> 6 _— 
Sa 3 0. 
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Jam ex aequationibus: 


N OX ; 

le oa, ht = 

e oy ft oy a 
Su Ks ur 
i 02 | ' 

u ah Er 


adhibendo formulas priores, prodit: 
i Pe _. — 
See = (hi Ale 
et adhibendo formulas posteriores, prodit: 
,hh _ AA,d, 
7 en © os 
Quibus binis relationibus facile prodit haec nova relatio: 


. Ir ' a A,.A Ara 
br Sax x — (k—Ä:) has Dans WOGRERNn. Su Inc 
(A) 2) d ( 2 L/ 44, 44, 


Zus & == (kA) 





Postremo adnotamus binas relationes 
E(b4c0)0 = ut, 
Zus zu Id, 
prodeuntes ex aequatione quadralica, cujus radices A,, 4, sunt. Quas tres 
postremas relationes in auxilium vocando nostra aequatio quadratica (14.) hanc 


induit formam : 


9.) = o’—-o[FE(d-- or’ 4327) Eber’+ 1b)’. Erd’ —43are) 


' 


En unde Coordinatarum x, y, 2% Velocitatumque x’, y', 2 ud 
valoribus datis, directe et sine ambiguitate derivaniur Valores Constantium A, 
B, quippe quae istius aequationis radices sint, et relatione A<7 B teneantur. 


6 9. 
De quatuor casibus discernendis. 

Designante Y(g) dexteram partem aequationis quadraticae (15.), for- 

mulisque 
p(—x)=pos, p(A)=0, y(B)=0, Y(-+%) = pos 

adnotatis, patet 
in primo casu (a<A<b<B<-ce) fore: p(a)—pos, y(b)—=neg, p(c)==pos 
in secundo casu (a<A<b<e<B) fore: p(a)=pos, y(b)=neg, p(e)—=neg 
in tertio casu (a<b<ZÄA<B<e) fore: py(a)—pos, p(b)==pos, Y(c)== pos 
in quarto casu (a <b<A<c<B) fore: p(a)=pos, p(b)=pos, p(C) =neg. 
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Itaque signa expressionum y(b) et p(ec) discernendis quatuor casibus 
suffieiunt.  Expressiones g/b), g(e) sie exhiberi possunt: 


y(b) = (b—e)(b—a)y’-4(c+a— Bar’) Erz — ı Zax'r, 


\ ! 


y(e) = (c—a)(c—b)z -—-!(a+-b — Zar’) Erz’ — ı Bart. 


Exempli causa inde perspicitur, semper primum casum locum habere., si initialis 
Velocitas — 0 habeatur. 


$. 10. 
De periodo molus. 
Designantibus 
m, N m In <r 
ordinem Constantium a, db, c, A, B, secundum eorum magnitudinem ex- 
hibitum, fit: 





L = 180. — m), —n,)(»— m,) .—n,)(.—r). 


Sint M, N numeri integri. sufficientes relationi: 


0o— 2uf"Zran/"E. 


‚ dl. ans vAda 
T— amf"+2N/"., 


patet ex aequationibus nostris integralibus: 


hıhı MR . 'hı di 
af 
/ L L 


{ 
2 Ad2 . 1, Adı. 
t=af Tte/ IT 

! I: 
valores Coordinatarum 4,. 4, tempore #-+-T eosdem ac tempore / fieri. Est 
igitur 7 id temporis spatium, quo elapso Mobile in eundem motum eandemque 
orbitam redit. Quum plerumque numeri integri M, N, propositae relationi suf- 
ficientes. infinite magni evadant. ipsud 7 plerumgque infinite magnum erit- 

Elucet, tempus 7’ ea tantum conditione finitum esse, ut integralia 


rd), t kr 
u» L 





ponatur deinde 








m; 


quantitates sint commensurabiles. 
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$. 11. 
Seriebus, quas Cl. Rosenhain invenit, in auxilium vocalis, Coordinatas 
orthogonales x, Y, 2 per tempus 1 exprimi posse. 
Cl. Rosenhain in commentatione „Sur les fonctions de deux variables ei 
a quatre periodes“ inscripta, docuit, quod accommodatum nostris aequationibus: 


da "Ah, dh 
uf ref E- 
1, 
h, dı A, dı 
af Ttef Te 
!, 


I, 
ubi 





L = y8A — a) —b)A—c)(A— A)a—B). 


sic enuntiare licet. 
Designetur Quantitatum a, d, c, A, B ordo secundum eorum magni- 


tudinem exhibitus per 


0, a 0, en. 0, a 0, _ 0; ; 


introducantur v, w, a, pP, q per formulas: 


0, 0,\ &v I, O)te N [Tr 
0,0/n 0,0/7° r 0, L°’ 


| 


(0: O\2w __ , 0): ( 0, fe. di. 
Er N 0, 0 (0.0 | 

(©: 0) 2a _ 0. u 

0,0/in 0,0,/ 

0, 0.) logp __ ( 0, 0, 

0, 0, in a — 0, 

(0: O,\logq __ 0, n:) 

0, 0,/ in < Ö, 0, 


ubi brevitatis causa posita sunt: 
= 3,14159... l— } >. 


Pa EEE TE 
@Y pr“ L 1. 2 As 2. 
. Y 


& Y 
definiantur, literis 4, A quoslibet binos numerorum 0, 1, 2. 3 designantibus, 


funeliones ;, per formulam: 


+2 ms, +ns Im? In? m ictn te+m,n,« 
Pi, (iv, dw ‚P,9, 0) = &,2 >. (1) , h ah 
— T. — 





hr 
a 
a 
Er 
| 
Pi} 
b 
% 
s 


a 
3 
B 
% 
2 
3 





F 
= 
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ubi est: 

m—=?m, m=?m-1i, m—=?2m+1l, m;= 2m, 

n,—2?n, n,. =?2n-+J1, n—=?2n-+1, N, = 2, 

s—1, s—=1, 5 —0, s,==(, 
solvuntur propositae nostrae aequaliones respectu iporum A,, 4, per quaslibet 
binas harum quinque aequationum: 


\ 








(I, — h1)(0, —/,) —— — (0; —0,)/ 0, — 0,0, — —0,)(0,— —(,)- pP, kusiw,p; 2 


Poo( iv,iw, P> 15%) 


9; ,(iv,iw,p,4,&) 


2 EEE s 
Gr, ıw,pY>@) 








(0,—4,X0,—1,) = —y(0,— 0,10, —0,)0,—0,X0,—0,)- 


m 
nt 











| 


/(0,—0,X0,—0,X0,—0,x0,—0,). um nne 


16.)X (0, — 4, 0, — 4, 
(16.)% (0; (0; 2) Po. (lvsiw,p>1,@) 





(0,—0,10,—0,)0,— 0,0, 0, Ze tr @) 


p? (iwsiw,p; ’E ct) 


(0%; — 0,10; — 0) 0;—0;/X0;—0,)- \ $;;( iv DELLEN ER ER 


p? (iv,iw ‚Ps, @) 


(0, — 4,0, — 


\ 








1) 0; — 


| 


Supra demonstravimus, /, semper intervallo 0,...0, et 4, semper 
intervallo O;... 0, contineri. Simulac 4 in quolibet trium intervallorum 
O1... L4..:0, O......0,, O5. +8 situm est, Quanlitas Z realis est: 
simulac 4 in quolibet trium intervallorum — x...0,, 0,...0,. 0,...0. situm 

Quantitas Z imaginaria est. 

Itaque Quantitates vo, w, «, logp, logg, denuo introductae. omnes in- 

veniuntur reales esse. Atgve bene expressionem 


£°) — 7 f ya di 
ay/ 


eliam sic exhiberi ar” 
ev & (A, En _ 


Quantitates logp, logg semper negativae esse, ipsaque p, y semper inter- 
vallo O--- +1 contineri inveniuntur. 
Postremo adnotemus, functiones %,,, Quantitatibus exponentialibus e' 
per trigonomelricas Quanlitates expressis, hanc induere formam: 
+2 +2 


f . mn 
Prr (20, 20, P,g,c) = &, 2, Rı, 
— —XD 








vel 


a — Ru+t2. Z„R, 42.3 > SR" 14. 3, „= Bi 
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ubı. posıto: 


n=1, m= BE DR n= M n, = 1. 


Rt}; hanc designat expressionem: 


ms +ns, ım? 4n? 
Re 
( ZI .& u mn, | Nn+ Na m, y 
— — )e cos (me + n,w)- u: 00 ' cos(mev —n,w)|- 
(MA MN, ı (m — kN —mna . , N 
r — U) sin (m,c-+ n, w)-- dr yo e *'r sın (md — n,w)| ( 





Unde, litera = quemlibet trium numerorum 0, 2, 3 designante, elucet. 
Quantitates ,, et @,, reales, Quanlitates g,, et g,, pure imaginarias esse. 


Jam Coordinatarum ellipticarum valores aequationibus (16.) exhibiti 
Jiıreete suppeditant Coordinatarum orthogonalium x, y, x valores. quippe quae 
ıllis eonjunctae sint formulis 


(a—),)(a—4,) 





(a—b)(a— e) 


),)(b—4,) 


(b—e) (b— a) 








(e—A)(c—),) 





(e-—-a)(e— b) 


Exempli causa in primo casu, quo pro Quantitatibus O,. O,, 0;,, O,. 
sumenda sunt @, A, db, B, c, Quantitates auxiliares v, w, a, p, 9 hos in- 


AB\ ,B Bdh 
(3) = = (5, )— /7 


Gr ER 3 


(AB\ 2a * n 
wen Bb/’ 


 Ab\logp ( a en f 


ka’... 0 
AB\logq cA 
or b ) Br - "re gi a 


ıpsique Coordinatarum r, v, z valores fiunt: 


duunt valores 




















N ee 


TE RE 


E.2 SER 0" N SEAN RARTIRESESER, 


A 
Ss 
3 


REED ri 
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(A—a)(B—a) A 
—rI(b—a)(e—ua) 4° 
u /®— AB —b) B 

ymz (b—a)(c—b) A 





I (e— A)(e— b) 
—Y (e—a)(c—b) 4° 


Im 





‘>, _— 
a 


ubi 4, B, 7‘, 4 quinta superioribusque dimensionibus Quantitatum 4, 4 neglectis. 
hasce significant expressiones: 
A = pi[sinv — g (e sin (v-+ 2w) + e”“ sin (v — 2w)) 
+’ (e sin(v-+4w) + e”" sin(v — 4w)) 
- 2p° 2 sin 30 + 2p’ q (le sin (30 + w) + e"sin(d3v — w))]. 
— gi[sin w + p (e sin (w+2v) + ee” sin (w — 2v)) 
+p° (e“ sin(w + 4v) + e”"“ sin (w — 4v)) 
— 24° 2sin 3 — 2’ pe” sin (3w + 9) + e”" sin (do — v))]. 
= 1 + 24cos2w + 24° cos 4w + 2p cos 2v +2p* cos 4v 
-2pg(e cos? (v-+w) — e*cos2( — ıw)). 
4 —=1— 2g.cos 2w -- 2° cos dw — 2p cos 2v + 2p° cos Zw 
+ 2pg (e cos2 (v-+-w) — e* cos? (v — w)). 


r 


I 


Expressiones Coordinatarum x, y, 2, quae in ceteris casibus obtinentu: 


conseribendo supersedeo. 
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einer 
quadratischen Formen. 
Arndt.) 


Auflösung 


(Von Herrn F. 


D: 


tenera Ö er 


Abhandlung 


ein Fundament: 


ich mich in einer späleren 


quadratischen Formen” auf 


possfion zu beziehen habe. so will ich zur eröfseren 
u Wi la: Feen N an gr 3. 
l,esers hier eine Auflösung desselben geben, welche 


% n - y 1, a 
ist von de Gaufsschen. sondern auch das Resultat 
in van! no a2 
menr geelien ı Form oIeM!. 


nf 
sich 


= 
Fs 
i- 


Ü uadratısche Fi 


En 


.FEıne rm ZU finde n. welche aus ze 


„über 
nicht 


hier um das Problem des art. 236 der Disq. Arithm.: 


Aufgabe ın der Composition der 


der 


die Anzahl 


ıl-Problem der Com- 


Bequemlichkeit des 
nur verschieden 


in einer für meinen Zweck 


open 


gegebenen Formen. 


deren Determinanten sich wie Quadraizahlen verhalten, zusammenge- 
setzt ast. 
Gaufs nennt eine Form F= 4X°- 2BÄAY-— CY° transformirbar 
das Product zweier andern Formen 
a Ibryv— cv“, f ars" — ry'—cy”, 
wenn Sie dasselbe durch eine Substitution von der Form 
x . 2 pIv p vi p Y\ r — grr — gay — yaye—g wr, 
o die S Coefficienten p, p', p etc. ganze Zahlen bedeuten, übergeben kann 
Aus dieser Definition erhellen von selbst die beiden folgenden Sätze: 


die neue Form f 





" ’ - N - „N I nalen 2 - 
nsc e > so In F d Ä n j it nsiormı! Dal 
+) ge N ” Anm "ann u nut a nn . A ın # Po Im 
2 Wenn F unter der Form F enthalten und in ff’ transformir- 
. . “ nn . n _ . 
ir ist. so ist F ebenfalls in /f” transformirbar. 

Die Determinanten der drei Formen F,, f, f' sollen respective mit 
D.d,.d, ferner n der eröfste gem. Theiler von ae, 25, c, mit m der 
VC 25 \ezei we 

’ -\ € CALLUIA ei Ciuci., 

D rr—=1. v=0( die obige Substitution sich n A=pr'-pv 

) _ 7 E ,n f o r n - ” - h m IL, r n "e 'ranr RE - 
——— x 2 c ci - SACcı Coefläci enien verwandeli. Ss0 

- - “ u ! x = L 
re wenn / f ransformirbar ist. F in die Form (aa', ab’, ac') durch 


£ 
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! 
die Substitution 5 über, woraus unmittelbar die Gleichung DP’ — d’a‘ 
P] 


folgt, wo P=pg—gp’. Auf ähnliche Art erbält man DO°’— da”, wo 
O=pg’—ygp". Diese beiden Gleichungen genügen schon die Fundamental- 
Bedingungen der Transformabilität festzustellen, wenn wir von der Voraus- 


, 


. . a 173 . . 
setzung ausgehen, dafs a, a’ nicht verschwinden und — 3 7 relativ prim 


n’ 
! 


gegen D sind. Die Gleichung DP’—d'a’ lehrt, dafs der Quotient z 
(Formen von der Determinante Null sind ausgeschlossen) ein rationales Quadrat 


d’ 
sein mufs, welches wir mit n’”” bezeichnen, so dafs also n’ — = YIy eine 


rationale Zahl ist. deren Vorzeichen unbestimmt bleibt. Ebenso ist ] je n 


rational. das Zeichen beliebig. Schreibt man ferner 
DP' — d’m’ 4), DO’ = dm".(). 


so sieht man, dafs D ein gemeinsamer Theiler von dm” und d’ın’ sein mufs. 


. d a’ . . 
da D prim gegen —, und —, angenommen worden. — Diese Resultate sind 


nun aber von den obigen Bedingungen unabhängig. Finden nämlich die 
letztern nicht statt, so kann man statt der Formen f, f’ aequiralente g, « 
setzen, deren Coefficienten den Bedingungen genügen, wie leicht erhellt, und 
da dann Fin gg’ ebenfalls transformirbar, so sieht man, dafs das obige Resul- 
tat bestehen bleibt *). 

Wenn D der gröfste gemeinschaftliche Theiler von dm” und d'm‘ 
ist. so nennt man die Form F' aus den Formen f, f’ zusammengesetzt; 
dies ist der Fall, welcher uns hier beschäftigen soll. Man sagt ferner. die 
Form / gehe in die Composition direct ein, wenn n positiv; verkehr‘, wenn 
n negativ ist, und Aehnliches gilt für die Form f”. 

Sehen wir nun die Formen f, f’ als gegebene an, und suchen eine 
aus beiden zusammengesetzte Form F. Die Determinante derselben D ist 
nach dem Vorhergehenden durch die Bedingung bestimmt, dafs sie der gröfste 
gemeinschaftliche Theiler von din” und d’m’ ist, und d, d’ müssen sich wie 
Quadratzahlen verhalten, so dafs also die drei Determinanten D, d, d’ einer- 
lei Zeichen haben. 





*) Ich will hier bemerken, dafs die mühsamen Rechnungen, welche die Gaujfssche 
Compositions- Theorie erfordert, sich durch Transformation der Formen f, f’ in aequi- 
valente gänzlich vermeiden lassen, bin jedoch der Meinung, dafs ein solches Verfahren 
dem Gasfsschen an Eleganz nachsteht 
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Dies vorausgesetzt, werden 1) die Zahlen 
<. “RR. 
D’ -1/D 
dm” d'm: 


rational sein (die Zeichen sind beliebig). Denn die Zahlen D’D sind 


ganz und relativ prim, ihr Produet ist ein Quadrat (da dd’ ein solches ist), folg- 


ef 











ar Se , 
lich jede derselben ein Quadrat, also auch a, 
j Im'? „  d'm? hitze 
2) Wegen I, — (m'n)", 5 — (mn’) sind mn’, m'n ganze Zah- 


len und prim gegen einander. 
Die weitere Analyse, welche mit neuen Gesichtspunkten, aus welchen 


ich die ganze Theorie der Composition betrachtet habe, zusammenhängt, will 
ich als zu weit führend unterdrücken, und mich darauf beschränken, das 
Resultat derselben mit einem synthetischen Beweise zu versehen. 

3) Die Zahlen 
P=an, Q=an R=bn-bn, S—bn—ın, T=cn U=en 
werden ganz und ohne gemeinschaftlichen Theiler sein. 

Dafs P, O0, T, U ganze Zahlen sind, erhellt von selbst, da z. B. 


P== — nn’ ist; aus demselben Grunde sind 2R, 28 ganz, also ist nur zu 
beweisen, dafs die letzteren Zahlen gerade sind. In der That, sie haben eine 
gerade Summe und ein gerades Product, da 2R +28 —=2.2bn und 
2R.2S — 4 (b"n’—b’n”) = Aa'c'n’—Aacn”” (wo dn”—=d'n’ zu beachten). — 


Ein gemeinsamer Theiler der 6 obigen Zahlen würde in P, R—S, U, d.i. 





a 2b c u; a 2b c 
in — «mn, —- mn’, —-mn’ aufgehen, folglich in mn’ (da —, —, — Te 
m Mm. m m m m 


lativ prim), und ebenso in m’n; d. h. mn’ und m’n wären nicht prim gegen 
einander, gegen 2). 
4) Es sei « der gröfste gemeinschaftliche Theiler der drei Zahlen 
P, O0, R*); die Zahlen ab’, ba’, bb'+Dnn’ werden sämmtlich den Factor 
u haben. 
In der That aus den Gleichungen 
ab’ .mn’ —= b'mP, ab’ .m'n = am'R— bm’P, 
ba' .ın'n = bm' 0, ba’ .mn' = amR — b'mQ, 
(bb' —- Dan’ )mn'—= b’mR— c'mQ, (bb - Dan!) m'n = bm'R— cm’P 





*) Wir können annehmen, dafs a und a’ nicht verschwinden, da z. B. die An- 
nahme « = 0 die Delerminante d zu einem Quadrat macht, und Formen mit quadratischer 
Determinante kein besonderes Interesse haben. 
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folgt zunächst, dafs ab’.mn’ und ab’. m'n, ba'.mn' und ba'.m'n, (bb’--Dnn') mn’ 
und (bb’-- Dnn’)ın'n den gemeinsamen Factor «u haben, und hieraus ergiebt 
sich die Behauptung, da mn’ und m'n relativ prim sind. 

5) Die Zahl aa’ wird den Factor «” haben. 


Zunächst ist nämlich aa’ durch « theilbar, da dies von den Producten 
aa'.mn’ — a'm.P und au‘. m'n— am’. Q gilt. Hiernach enthalten ua«P, aa'O, 
aa'R den Factor «. Ferner ist 

adS — ab’'O — ba’P, 
aaT = ab'R— (bb'- Dnn')P, 
au U = ba R— (bb'+ Dan‘) Q, 
woraus mit Berücksichtigung von 4) folgt, dafs auch au'S, a«T, au U durch 
° theilbar sind. Da also aa’ durch Multiplication mit jeder der 6 Zahlen 
P 0, R, S, T, U durch u? theilbar wird, und die letztern nach 3) keinen 
gemeinsamen Theiler haben, so enthält aa’ selbst den Factor u‘. 


6) Ich behaupte nun, dafs ganze Zahlen B den simultanen Congruenzen 





' 
PR — ab! 
u m 
' ' 
—B == - mod. vr; — 4 
R Be bb'+ Dan’ 
Je u 


genügen können, und dieselben nach dem mod. A einander congruent sein müssen. 


Nehmen wir, um dies zu zeigen, diese Congruenzen als erfüllt an, 
addiren dieselben nach der Multiplication mit «, /, y resp., und bestimmen die 
letzteren Zahlen so, dafs sie der Gleichung 





«P+PQ+yYR = 
genügen, so wird 
D’ ba’ bb' + Dan’ 
B —— 2E, u er | d. A . 
r Ü m P+ m Y (mo ) 


Nun behaupte ich, dafs jedes durch diese Congruenz bestimmte B den drei 
obigen Congruenzen genügen wird. 


Es ist nur nachzuweisen, dafs die Zahlen 
u(PB—ab), u(QOB—ba), u(BRB— bb' — Dan’) 


sämmtlich den Factor aa’ haben. 
9% 
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Man findet 
u(PB—ab') = ab'(«aP-— u) + ba'.BP-+(bb'+ Dnn’).yP (mod. aa’) 
—= — ab’ (BQ+yR)-+ ba’. P-+ (bb'-+Dnn’).yP wegen 
eP-u= —PQ—yBR; 
setzt man für P, O, R ihre Werthe an’, a'n, b’n-- bn' und beachtet 
Dn” — d’ = b"— dc, 





so erhält man 
u(PB—ab') = — aa'ß(b'n — bn') — aa’'y.c'n (mod.aa’) = 0 (mod. aa’). 
Auf ähnliche Art folgt u(QB— ba’) =0 (mod. aa). — Endlich 
u(RB — bb' — Dan’) 
= (ab' R— bb" P— Dann’ P)a«-+ (ba R—bb'Q — Dnn’Q)P (mod. aa’), 
wo a eliminirt worden ist. Führt man statt P, Q, R 
wieder ihre Werthe ein, so wird 
u(BRB — bb' — Dan‘) = ada.cn+aafß.cen = 0 (mod. aa), 
w. z. b. w. 


Dafs die B nach dem mod. A congruent sein müssen, erhellt so: 
Gelten die obigen Congruenzen für zwei Werthe B, B’, so sind die Zahlen 


—(B-B'), —(B-B), „(B—B)) sämmtlich durch A theilbar, folglich 


auch B—B', da Re. 2, r relativ prim sind. 


u 
7) Ferner behaupte ich, dafs B’=D (mod. 4), d. i. = run = U 


eine ganze Zahl sein wird. 


Aus den obigen Congruenzen Se nämlich 


- D 2 a ee -— ac (mod. A) == (mod. 4). 


Ebenso (I) 8#—D=0. Endlich 








h IR 





-— 


DB-D)= HH = zn cc’ (mod. A)= 0 (mod. A). 


u” 
Da also B’—D durch Multiplication mit jeder der drei Zahlen 
(2); e 2), >) durch A theilbar wird, die letztern aber relativ prim sind, 


so folgt B-D =0(0 (mod. A). 
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Die aus den Formen f=(a,b,c), f'=(a',b', c') zusammengeselzte 
Form F—=(4,B,C) findet man nun nach den folgenden einfachen Formeln: 

















1 
A— = 
"ng — W 
u oc M 
' ' 
(1.) Mu (mod. A) 
u 2 
b’n-+bn' Di bb' + Daun’ 
u 6; u 
B’—D 
Ü— 77: 
wo u der gröfste gemeinsame Theiler von an’, a'n, b’n--bn’; die Zahl B 





positiv und kleiner als A sein kann. 


In der That, setzt man 
(2) AXLBY-Y)D = (ar + by-nyyD)(az'-by'-{n'y'/D), 


so werden in Folge der Bestimmung von (1.) die Coefficienten in 
bb' + Dann’ — B(b’n-+bn') yy' 


aa! 











Kon uxz' + dm; zy' 1 N ya 


| f b'n-+bn’ 
Y— Mn nem x' ö 
DRETTEBE TREE 


ganze Zahlen, und nimmt man in (2.) YD mit dem entgegengesetzten Zei- 
chen und multiplicirt die resultirende Gleichung mit (2.) selbst, so wird un- 
mittelbar 


AX’+2BXY-+CY’= (ar’+2bry -+cy’)(az”+2b'c'y'+cy”), w.z.b. w. 


Das Resultat, insbesondere die Transformation (2.), erscheint hier in 
der einfachsten Form. Die Form F' wird durch blofse Congruenzen bestimmt, 
während sie bei G@aufs (Disq. Arithm. art. 236. 242. 243) von der Trans- 
formation selbst abhängig gemacht wird und nur in einem besondern Fall 
theilweise Congruenzen benutzt sind. — Ich bemerke noch, ohne auf einen 
Beweis dafür einzugehen, dafs die Formel (2.), wenn die rechte Seite, mit 


9 





f « .. . * „ ’ 
dem Factor tn multiplicirt wird, alle Transformationen von F' in ff 
o' wo 


umfafst, wo 4 = M der gröfste gemeinsame Theiler von A, B, C; 


w 
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o—1 oder 2, je nachdem F’ aus einer eigentlich oder uneigentlich primitiven 
Form derivirt; 2 und « die Totalität der Wurzeln der Gleichung ??— Au — w’ 
bezeichnen. 


Wir haben später nur den besondern Fall nöthig, wo d=d’, m prim 
gegen m’, f und f’ beide direct in die Composition eingehen. Da D das 
gröfste gemeinschaftliche Maafs von dm’” und d’m’, so wird also auch D=d 


/d d' 6. se 
sein. ferner n— ] >! und n =>] 71. Die nöthigen Formeln sind dann 


! 











A Zac aa 
— a 
B = b(mod. —-) 
A A a’ \ 
(3.) B=b \mod. —-) 
bvib nn __ bb+D 
u B —— yo (mod. A) 
‚_ BD 
Ü = ur a 


wo u das gröfste gemeinschaftliche Maafs von a, a’, b—-b’; B positiv und 
kleiner als A sein kann. Die Transformation ist 


.;: e% „; 1 N Ey tr 
(4.) AX-BY-—- YyD= 7 (ax 7b) + yyD)(de-+by'+y'yD). 


Unter den zahlreichen Folgerungen hebe ich nur folgende hervor. 
welche sich unmittelbar aus (3.) ergeben: 


I. Durch Composition der Hauptklasse mit einer andern Klasse f 
resultirt / selbst, oder die Hauptklasse kann bei der Composition über- 
gangen werden. 


II. Die durch Duplication einer eigentlich primitiven Form f ent- 
stehende Form ist bestimmt durch 


A—=Z, B=b (ud.), >B=”— (mod.A), 


[2 ’ l 





wo u das gröfste gemeinschaftliche Maafs von a und 25 ist. 


Wenn f einer Classis anceps angehört (in welchem Falle in der- 
selben eine Ancepsform existirt). so kann man 25 als durch a theilbar an- 
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sehen, also u—=a, A—1, B=0, d.h. durch Duplication einer eigentlich 
primiliven Ancepsklasse entsteht die Hauptklasse. 


Il. Wenn durch zwei Formen f, f’ die Zahlen n und ”’ resp. dar- 
gestellt werden, so kann man immer eine aus beiden zusammengesetzte Form #' 


finden, durch welche nr darstellbar is. Dafs aber jede andere aus f; f' 


componirte Form die nämliche Zahl darstellt, würde erst dann folgen. wenn 
nachgewiesen wäre, dafs dieselbe der Form #' nothwendig aequivalent ist. 


Berlin, den 22. December 1857. 








Ueber die Anzahl der Genera der quadratischen 


Formen. 
(Von Herrn F. Arndt.) 





Di. genaue Bestimmung der Anzahl der Genera, in welche sich die 
sammtlichen Klassen quadratischer Formen von derselben Determinante und 
Ordnung vertheilen, ist bekanntlich einer der schwierigsten Punkte in den 
Disqg. Arithmeticis. Leicht war es zu zeigen. dafs die Anzahl der primitiven 
(positiven) Genera die halbe Anzahl aller angebbaren Charaktere nicht über- 
treffen könne; — um aber darzuthun dafs sie derselben genau gleich ist, oder 
um den Satz. auf welchen es allein ankam, beweisen zu können: ‚dafs jede 
gegebene Klasse des Hauptgeschlechtes durch Duplication einer andern 
klasse erzeugt werden kann”, mufste Gaufs die Theorie der ternären 
quadratischen Formen zu Hilfe nehmen. Wenn derselbe über den erwähnten 
(regenstand sagt (Disqg. Arithm. $. 261): ‚sed hujus propositionis gravissimae 
veritas infra demum e reconditissimis numerorum mysteriis enodari poterit” 
und $. 287. III: „Haecce theoremata, ni vehementer fallimur, ad pulcherrima 
in theorie formarum binariarum sunt referenda, eo magis quod licet summa 
simplieitate gaudeant. tamen tam recondita sint ut ipsarum demonstrationem rigo- 
rosam absque tot aliarum disquisitionum subsidio condere non liceat” so dürfte 
eine ganz elementare Behandlung der Sache, welche ich den Freunden der 
Zahlentheorie hier vorlege, nicht ohne Interesse sein. Es ist noch zu be- 
merken. dafs auch Herr Dirichlet in seinen „Recherches sur diverses ap- 
plieations de lAnalyse infinitesimale a la theorie des nombres”, bekanntlich 
die Anzahl der Genera genau bestimmt hat, aber aus einem ganz veränderten 
(sesichtspunkte. welcher dann neue Aufschlüsse ergeben hat. 

Nach diesen Vorbemerkungen wende ich mich zur Lösung des Pro- 
blems Disgq. Arithm. 8.286, auf welches es allein ankommt, will mich jedoch 
auf den Fall beschränken. wo die Determinante durch kein Quadrat theilbar 


ist. da sich der allgemeine Fall auf diesen besondern zurückführen läfst. 











® 
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Theorem I. 

Durch eine gegebene eigentlich primitive (positive) Form von der 
durch kein Quadrat lheilbaren Determinante D, kann, wenn sie im 
Hauptgeschlecht ist, immer ein Quadrat dargestellt werden, welches 
zugleich prim gegen D ist. 

Es sei f=(a,b,c) die gegebene Form. Da eigentlich aequivalente 
Formen dieselben Zahlen repräsenliren, so können wir annehmen, dafs « prim 
gegen 2D ist, welche Bedingung sich nöthigenfalls durch Transformation von 
f erfüllen läfst. 

Wegen b’—ac=D ist D quadratischer Rest von a, und da die Form 
f in das Hauptgeschlecht gehören soll, auch umgekehrt @ quadratischer Rest 
von D. Es wird nöthig sein, die Zahl « von ihren quadratischen Factoren 
zu befreien; wir setzen also «= %9°a', so dafs «' durch kein Quadrat theil- 
bar ist. Alsdann wird nach dem Vorhergehenden D Rest von « und um- 
gekehrt «' Rest von D sein. Man bemerke noch, dafs im Fall der negativen 
Determinante «’ positiv ist, da dann die Form f positiv sein soll. 


Da nun D und «’ relativ prim, keine dieser Zahlen durch ein Quadrat 
theilbar, D Rest von a’, a’ Rest von D und endlich —D und —«’ nicht 
zugleich positiv sein können, so kann man nach Legendres T'heorem (Theorie 
des Nombres, 3'"* ed. 8.27) der unbestimmten Gleichung 


2" —Dy’ = u z’ 


in ganzen Zahlen genügen, welche offenbar keinen gemeinschaftlichen Facioı 
zu haben brauchen. Hätten ferner 2 und D einen (geraden oder ungeraden) 
Primfactor 4 gemein, so würde derselbe in x aufgehen; alsdann wäre aber, 
da y prim gegen y sein mufs, D durch g° theilbar, gegen unsere Voraus- 
setzung. Also folgt, dafs z und D relativ prim sind. 

Da durch die eigentlich primitiven Formen (1,0,—D) und f= (a,b,e) 
respective die Zahlen «’z” und a dargestellt werden können, so wird durch die 
aus beiden zusammengesetzte Form, d. i. durch f selbst (Auflösung einer 
Aufgabe in der Composition I) das Product a.a'z? = (Ya'z)’ dargestellt, und 
zugleich ist 9a’z prim gegen D nach dem Vorhergehenden, w. z. b. w. 


Theorem Il. 
Jede gegebene eigentlich primitive (positive) Korm von der durch 
kein Quadrat theilbaren Determinante D kann, wenn sie im Haupt- 
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geschlecht ıst, durch Duplication einer eigentlich primitiven Form von 
derselben Determinante erzeugt werden. 


Die gegebene Form sei f=(a,b,c). Nach dem ersten Theorem ist 
durch dieselbe ein Quadrat (4°) prim gegen D darstellbar, weshalb f in 
eine eigentlich aequivalente Form mit dem ersten Coefficienten 4°, nämlich in 

p = (A, I, m) 
verwandelt werden kann, wo 2° —A’m= D; und es kommt jetzt nur darauf 
an, eine eigentlich primitive Form von der Determinante D nachzuweisen, 
durch deren Duplication die Form g entsteht. 


Eine solche Form ist, wenn 1°" % ungerade, 
vw — (h, 1, mh). 
Zunächst ist nämlich y eine eigentlich primitive Form, weil, wenn 4, 2/, mA 
einen gemeinschaftlichen (ungeraden) Factor hätten, derselbe in % und 4D 
(also in D) aufginge, was der Bedingung A prim gegen D widerspricht. 
Uebrigens ist A prim gegen 2, was auf dieselbe Weise folgt. Componirt 
man nun die Form w mit sich selbst zu der Form (H, ZL, M), so ist (S. die 
Abh. Auflösung einer Aufgabe II etc.) 


H=b, Lz=l (mod4), 2l!L=2U’—h.mh (mod. 4°) 


oder einfacher 


L=! (mod. 4°). 
Da diesen Congruenzen L—=/ genügt, so sieht man, dafs in der That die 
Form (A’,l,m)—=g durch Duplication von entsteht. 


Ist 2°" A gerade, so behaupte ich, dafs durch Duplication der Form 


v— (24,144, CH 2) 





resultirt, wo sogleich zu bemerken, dafs der dritte Coefficient —=!+ 5-(m-+1) 
eine ganze ungerade Zahl ist — denn da Z??— A’m=D, und D nicht durch 
4 theilbar sein kann, so ist 2 ungerade und »n ebenfalls, weil g eigentlich 
primitiv ist. Da ferner 2% und 2(l!—A) das gröfste gemeinschaftliche Maafs 
2 haben, so wird die aus w und p componirte Form (H, ZL, M)) durch die 
folgenden Formeln bestimmt: 


H=4, Lz=Il-+h (mod.db), (d-A)L= ET n (mod. 4°); 





diesen Congruenzen genügt aber L=/!, wie leicht erhellt, folglich bringt 
durch ihre Duplication die Form g hervor, w. z. b. w. 
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Auf Grund des vorhergehenden Theorems können wir jetzt, wie schon 
erwähnt, die Frage nach der Anzahl der eigentlich primitiven Genera in dem 
Fall, dafs die Determinante durch kein Quadrat theilbar ist, als erledigt 
ansehen. Auf diesen führen wir aber den allgemeinen Fall auf folgende 
Art zurück. 

Es sei D= PS” oder 2PS’, wo P ungerade und durch kein Quadrat 
theilbar; ferner seien p, p', p"... alle Primfactoren von P; r, r', r"... alle 
ungeraden einfachen Primfactoren von S, welche in P nicht aufgehen. Der 
bessern Uebersicht wegen lassen wir hier das Schema folgen, welches Dirichlet 


für die Aufzählung der eigentlich primitiven Geschlechter entworfen hat. 


. D=Ps’, P=4u+41 























= 2415) 
KERNE NEE. 
=» 959-9, 9 7, 9” 
I. D=PS®, P=4u-3 
24,0, 

Ss = #+2|(-1)7 ” ) > (5 I), 5) --- 
s-+ (7,0, 9 m” 
I. D=2PS’, P=4u-1 

240,0 
s-» (97,0, 9, @ cn”. 
IV. D=2PS’, P=4u+3 

= 24197°7,,2) |. 
s-» (TH 


Legt man für eine bestimmte Determinante D jedem Symbol der be- 
treffenden Horizontallinie den Werth +1 oder —1 bei, und combinirt die so 
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erhaltenen Werthe auf alle möglichen Arten, so erhält man alle a prior: 
angebbaren Genera, deren Anzahl, wie man sieht 

—?2%, wenn D=1 (mod. 4); 

— 2’, wenn D=3 (mod.4) oder = 2, 4, 6 (mod. 8); 

— 2”, wenn D=0 (mod.8); 
wo z die Anzahl der einfachen ungeraden (von +1 verschiedenen) Prim- 
lfacloren von D bezeichnet. 

Zieht man aber die Bedingung: ,‚D Rest von n” in Betracht, welche 
daraus folgt, dafs die Zahl » durch eine Form von der Determinante D dar- 
gestellt werden soll, und wendet das @aufssche Fundamental- Theorem der 
quadratischen Reste an, so reducirt sich die Anzahl der aufgezählten Genera 
oerade auf die Hälfte, wenn 2 kein Quadrat ist. Den letztern Fall schliefsen 
wir aus, da er keine besonderen Schwierigkeiten hat. Die obige Bedingung 
läfst sich auch dahin aussprechen, dafs die im ersten T’heil der Horizontal- 
linie stehenden Symbole, wenn man sie gleich --1 oder —1 setzt, die 
positive Einheit zum Product geben müssen, wie hinlänglich bekannt ist. 
(S. Dirichlet applications de l’analyse infinitesimale a la theorie des nombres 
3d.21 dieses Journals.) 

Wenn S—=1, so kommt, wie man sieht, in dem Schema jedesmal 
nur die erste Unterabtheilung in Betracht, und der zweite Theil der Hori- 
zontallinie ist nicht vorhanden. In diesem Falle ist die Existenz aller Genera 
schon erwiesen. 

Wenn S >1, so existirt nach dem Vorhergehenden zunächst eine 
eigentlich primitive (positive) Form von der Determinante P oder 2P, nämlich 
F = ar-+2bry-cy,, 
deren Charakter mit dem ersten Theil der Horizontallinie übereinstimmt, nach- 
dem man die Symbole = --1 oder —1 gesetzt, mit der Bedingung, dafs ihr 

Product = -41 ist. 

Ich behaupte nun: die Zahlen x und y können so bestimmt wer- 
den, dafs die alsdann durch die Form F' dargestellte Zahl n auch die- 
jenigen Bedingungen erfüllt, welche der zweite Theil der Horizontal- 
linie vorschreibt, nachdem man für die Symbole beliebige pos. oder neg. 
Einheiten gesetzt hat. 

Den Coefficienten a können wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
prim gegen 2D annehmen. 
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Zuerst wird man = und y so bestimmen können, dafs der Werth n 
von F' die Bedingung )=+1, wo das Zeichen der Einheit beliebig. er- 
füllt, d. h. so, dafs 

ax’+2bxy-+cy’” = eo (mod.r) 
wird, wo o irgend eine gegebene durch r nicht theilbare Zahl bedeutet. 
In der That, diese Bedingung giebt (P oder 2P = 4) 
(ar by)” — Iy’ = ae (mod.r); 


—1 
setzt man für y die Zahlen 0, 1, 2, ... — so werden die kleinsten posi- 


tiven Reste von Sy’--ao (mod.r) alle unter einander verschieden sein; 
sie können also nicht sämmtlich quadratische Nichtreste von r werden, woraus 
folgt, dafs mindestens für einen jener Werthe von y der kleinste positive Rest 
von Sy’+ao entweder Null oder ein quadratischer Rest von r sein wird. Man 
hat dann Sy?+ao =” (mod.r), (wo Z Null sein kann), und x braucht nur 
der Bedindung ae +dy ={& (mod.r) zu genügen, welche, da @ prim gegen 
r, sich immer erfüllen läfst. Und hat man x’, y’ so gefunden, dafs 
az"”-+2br'y'-cy” =o (mod.r), 
so wird AREA ax’ -+-2bzy-cy’=o(mod.r) sein, wenn man 2 = x 


und y==y’ (mod.r) macht. 
Um also den Charakter, um welchen es sich handelt, in Bezug auf 


r, r', r", ... hervorzubringen, hat man x und y nur so zu bestimmen, dafs 
sie einem System von Congruenzen von der Form 
x = x' (mod.r) = x" (mod. r') = x" (mod.r”) etc. 
y=y'(mod.r) = y'" (mod. r’) = y" (mod.r") etec. 
genügen, was immer möglich ist. 


In dem Fall IV ist weiter keine Bedingung zu erfüllen. 
Im Fall I ist bei zwei Unterabtheilungen nachzuweisen, dafs 


axz’+-2bzy--cy’ = e (mod.8) 


werden kann, wo e gegeben und gleich 1, 3, 5 oder 7 ist. Diese Con- 


gruenz giebt 
(acr+by”’—Py’ = sa (mod.8), 


und man braucht nur y=(0, 1, 2, 1 zu nehmen, je nachdem 
ea = 1,3,5,7 (mod. 8) 


ist, damit Py’+ea==£5” (mod.8) werde. 
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In der dritten Unterabtheilung des Falles II hat man offenbar nur zu 
zeigen. dafs 

(ac +by} = Py’-+5 (mod.8) 
werden kann, und es genügt y==1 (mod.8) zu nehmen, damit sich x be- 
bestimmen läfst. — Der Fall III ist dem letzten ganz ähnlich. 


Es seien nun auf die vorhergehende Weise die ganzen Zahlen «, y 
so bestimmt, dafs der Werth 


n = aua +2bay--cyy 
denjenigen Charakter hat, welchen die Horizontale vorschreibt, wo also n 
prim gegen D. Man kann annehmen, dafs « und y relativ prim sind; denn 
haben sie das gröfste gemeinschaftliche Maafs 9, so ist für «— —=yy": 
n— #’n', aaa! + 2ba'y'--cy'y —=n', wo die Zahl n’ denselben Bedingungen 
wie n genügen wird, die leicht erhellt, 
Man bestimme ß und d so, dals @® — ßy = S, und transformire die 





Form f=(a,b,c) durch die Substitution on N); es entsteht die Form 


(n,d’,c') von der Det. 48?—D, 


welche eigentlich primitiv ist und die Zahl n prim gegen D repräsentirt. 
Diese Form hat mithin den vorgeschriebenen Charakter. 

Hiermit ist bewiesen, dafs die mit der Bedingung ,D Best von n” 
aufgezählten eigentlich primitiven Geschlechter sämmtlich existiren, wie auch 
D beschaffen sein mag. 

Die uneigentlich primitive Ordnung wird auf dieselbe Weise behandelt; 


und überdies kann sie, wie G@aufs gezeigt hat, auf die eigene primitive 
zurückgeführt werden. 


Berlin. den 23. December 1857. 








Auszug eines Schreibens über die Lameschen 


Funetionen an den Herausgeber. 
(Von Herrn E. Heine zu Halle.) 





Di. Arbeit, welche ich Ihnen, verehrter Freund, heute übersende, 
und die ich durch dies Schreiben einleite, betrifft einen Gegenstand, den ich 
immer mit Vorliebe betrachtet habe, nämlich die von Lame im Liouvilleschen 
Journal T. IV eingeführten Functionen E. Es ist mir gelungen, diesen Functio- 
nen eine neue Seite abzugewinnen, und die bekannte Gleichung, von der sie 
abhangen, von einem neuen Gesichtspunkte aus zu betrachten. 

Ich brauche auf Lames Bezeichnung, die Ihnen bekannt ist. nicht 
zurückzukommen; der Kürze halber will ich hier nur von solchen E reden. 
die zu einem graden rn gehören, und ganze Functionen der Veränderlichen « 
oder v sind, indem ich diese Buchstaben für Lames o, und g, gewählt habe. 
Ich bezeichne sie durch A‘, wo s alle Werthe 0, 1, 2, ... 4n erhält. Die 
dazu gehörigen B* setze ich gleich ("’--c*)R°. 

Lame entwickelt die K(v) nach Potenzen der Veränderlichen; ich 
stelle sie durch eine Reihe dar, welche die Form hat 


Ko) = BP, (Z)+R Pa(Z)+ + BP.) 
in der die 3 Constanten vorstellen, und die P, „ jene Functionen sind, welche 
ich nach dem Vorgange von Gaufs (in der allgemeinen Theorie des Erd- 
magnetismus) in meinen Arbeiten auf diese Art bezeichnet habe (Siehe $. 1 
der folgenden Abhandlung). Der wesentliche Theil der % besteht dann aus 
den Coefficienten « einer orthogonalen Substitution ($.6, Gleichung (5.)). 
durch welche eine gegebene homogene Function zweiten Grades von 4n--1 


sın 


Veränderlichen x in die Form & K’y’y’ verwandelt wird ($.7). Es folgt 


s—() 


daraus, dafs die & erhalten werden, indem man die Determinante, welche bei 
solchen Transformationen vorkommt, gleich Null setzt. | 
Nachdem ich dieses Resultat gefunden hatte, bemerkte ich, dafs ein 
Theil desselben, nämlich in sofern es die £& betrifft, sich wenigstens im All- 
gemeinen ziemlich einfach erweisen läfst. Dies geschieht zunächst auf den 
folgenden Seiten; wenngleich ich dort nachweise, dafs die Gleichung für die 
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® bei einer bestimmten Substitution der Art vorkommt, so erkennt man doch 
noch nicht die Rolle, welche die Coefficienten der Substitution spielen. 
Setzen wir dazu, wie Lame 
Ro) = yr" — rn —-. 
so wird, wenn 20 —=n ist, 
0 = hyıt kofı: 
0 = yrhyır kr: 


| 


‘„2ı 2j3® 


u -— G: yırh; v4 k, 


0 9-1Y)0- +4,94 t6.17.: 


{) — I, Yo—ı h, Yo > 


| = - (We) R—n). 
hh= —(b-Cc)(R —(n—2)). 
= +(#-E)(R—(n—4)}). 
ierner 
k,= +-?R(2n —1). yı = +nın—1)be. 
— —42n —3). G% = —(n—2)\n—3)bc. 


| 
\ 


— 6/2n —5). g; + (n—4)(n—5)b’c. 

semacht ist. Man hat daher & so zu bestimmen. dafs die Determinante des 
obigen Systems verschwindet. Aus den Formeln, die Painvin im Liouville- 
schen Journal 1858 S. 41 und 42 gegeben hat, bemerkt man, dafs die Deter- 
minante nicht von den % und g selbst. sondern nur von den Producien 
k,g,. A,g; etc. abhängt, also dafs sie gleich der folgenden ist: 

















er 0 0 0 
ig h a 0-0 0 0 0 
0 ke Ya. 0 0 0 0 
0 0 Ya A »--- 0 0 0 0 
| 
| 0 0 0 nn Bi 2 er 0 0 
| 0 Di re ren een ee 
| Ms Bin rl ee 
| 0 0 U DB ax 0 0 Yk._19- h 
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Auf diese führt aber die Aufgabe. solche lineare Substitution zu bestimmen. 
durch welche 
y—- 4m 43, = sYrayıt'"76yo 
und 
ya — aka —yn— 2) — 2yk,grır, + ele. 
— ER yot aKıyıt &aK,yo) 

wird, wenn 9=b5’--c’ und jedes & gleich +1 gesetzt wird. Hiermit ist 
dieses partielle Resultat erwiesen; in der Abhandlung tritt es in bestimmterer 
Form auf. Die Determinante, die dort vorkommt, obgleich sie der obigen 
der Hauptsache nach gleich sein mufs, hat eine andere Gestalt, indem in ihr 
b’--c” und ce —b* vorkommen, während hier statt des letzteren de auftritt. 

Um den Untersuchungen der beifolgenden Abhandlung näher treten zu 
können. mufs ich von dreien meiner früheren in diesem Journale veröffent- 
lichten Arbeiten reden. In der ersten derselben (Bd.26) habe ich die 
Anziehungsaufgaben für die Rotationsellipsoide gelöst; man findet dort die 
hauptsächlichen Eigenschaften der Functionen P, welche ich benutze, ent- 
wickelt. Die zweite, im Jahre 1844 vollendete (Bd.29), behandelt die 
dreiachsigen Ellipsoide, und zwar gebe ich die Formeln für den inneren Punkt 
in einer neuen Gestalt, die für den äufseren mit Hülfe von Lames E und 
einer damals noch nicht angewendeten Function F. Erst im 42°” Bande 
erscheint auch die Lösung der letzten in einer neuen Gestalt. Jede dieser 
drei Arbeiten soll, wo ich auf dieselbe zu verweisen habe, durch den Band 
des Journals, in dem sie steht, bezeichnet werden. 

Ich habe nicht den Anspruch gemacht, dafs meine Lösungen, welche 
die späteren sind, die ZLameschen ersetzen sollen: sie sind vielmehr bestimmt, 
neben ihnen aufzutreten, indem beide Formen für verschiedene Zwecke ver- 
schiedenen Werth haben. Da Lames Form die Wurzeln von Gleichungen 
enthält, meine Lösungen nur die Coefficienten der Gleichungen, so erkennt 
man leicht, dafs nur symmetrische Functionen dieser Wurzeln vorkommen, 
und die Vergleichung beider Lösungen verschafft Eigenschaften der Wurzeln. 


Lame zeigt, dafs die bekannte Gleichung der Kugelfunctionen, wenn 

man sie in seine Öoordinaten transformirt, durch 42-1 Producte K(u) K(v) 

integrirt wird. woraus ich schliefse, dafs sich jedes dieser Producte linear 

durch 4 --1 Functionen P, ,,(cos6#).cos2py ausdrücken lälst, wo p die Werthe 

0. 1,2. ... 4n erhält. Diese Functionen, in # und p, oder in « und v 
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ausgedrückt, nenne ich C;,, wo ($. 1) die C solche Functionen von « und 
. a r . v H 
v sind, dafs sie für den besonderen Werth u=c ın P,. (—) übergehen, 


für andere besondere Werthe, als von p abhängigen Theil, den Cosinus eines 
2pfachen Winkels erhalten. 

Bedeuten nun die Gröfsen 7 Constanten in Beziehung auf « und v, die 
mit den oben so genannten nicht zusammenhangen, so kann man daher setzen 


(a.) RK‘ [ u, RK‘ (v) — Y C,-+ y: C;—- ... — Yn C « 


Wir können diese Gleichung zur Definition der K benutzen, indem wir K 


die Functionen 


nennen. in welchen die 7 so bestimmt sind, dafs die Summe ein Product 
einer Funclion f(«) in eine Function f{r) ist. Dadurch sind die f (bis auf 
einen constanten Factor) bestimmt, und die o—1 Functionen, die man so 
erhält, sind gleich den A. 

Die Behandlung der Gleichungen, zu welchen man auf diese Art ge- 
langt. macht jedoch Schwierigkeiten, weshalb ich die A anders definire. Als 
erste Eigenschaft derselben halte ich fest, dafs sie die Gleichung («a.) erfüllen 
müssen. Die zweite soll sein, dafs, wie Lame es für die E nachweist, 


‚nn ‚27 > ’ \ ai \ nr \ "nr 5 
/ / K‘(u)K‘(v) K’(u) K’(v) sindd6dg 


verschwindet. wenn p und s verschieden sind, dagegen einer Constanten 
gleich wird. die ich willkürlich bestimmen kann, und der Einfachheit halber 
gleich 1 setze, wenn p=s ist. Dadurch erhält man, wenn «,, eine bekannte 
einfache Constante vorstellt ($. 1), sofort 


P=0 
Art > 7 ay® . 1 —— m 


2n +1 nr -P / -P A2p 


wenn r—=s, sonst —= 0. Setzt man nun 





2n-+i 
An ° 


so sind die « Coofficienten einer orthogonalen Substitution. Sind die « als 
solche gehörig bestimmt, so wird also 





I Cap | d,n° 








Ar B-. Pay . / r / S 
u‘ u) RK (v) — 0,0, ya, $Oy@a-+:+.-+0@,C,ya,. 


2n +1 
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Man erkennt hieraus die merkwürdige Eigenschaft der Entwickelung von 
K(u)K(v) nach den EC, nach welcher die Gröfsen C,j a, in die Producle 
auf der linken Seite durch das umgekehrte System der Coefficienten ausge- 
drückt werden, wie es im $.6 Gleichung (4.) zu finden ist. Man erhält 





; 'Rn-+1 ch RR nie , Zu 
(b.) C.,- \ m 4, — 0, Ku) K'v) +, Ku) Kr). +03,K%u) K°v). 


Die Entwickelung von einem Factor A nach den P,„ ist dort ebenfalls an- 
gegeben. 

Es treten hier die Coefficienten orlhogonaler Substitutionen, wie man 
sieht, in eigenthümlicher Art auf. Man hat schon lange ihren Nutzen bei der 
Integration gewisser Formen erkannt, und sie gebraucht, eine Summe 

dis +dae)--*-- 
durch eine andere 

dis4+di) +» - 
auszudrücken, indem man jedes di durch eine Gleichung 

dr, = yıdi, + yıdı,--»+- 

mit den di verband. Hier haben wir ein in gewisser Beziehung umgekehrtes 
Verfahren. Hat man nämlich eine Anzahl o--1 von Functionen f gewisser 
Veränderlichen 4, «u, v, etc., welche die Eigenschaft besitzen, dafs 


VAL? di dudv... 
verschwindet. wenn p und g verschieden sind, für ag aber eine von y 
unabhängige Constante wird (wobei M eine Function von A, u, v etc. be- 
zeichnet, und die Integration in innerhalb beliebig gegebener Grenzen stattfindet). 
so kann man durch solche Coefficienten 7 einer orthogonalen Transformation 
sogleich Functionen y von ähnlicher Eigenschaft durch die Gleichungen bilden 
9.7 Tat Tee: 
Macht man, um ein einfaches Beispiel zu wählen, 


9 = Yıyazyleose+- +ybeosor, 





so wird 
ST gppde=0, —/ g,ypde—1 
a FETTE af PETPEWBTEAR: 


Bildei man noch aus sinz, sin2x, ... sinor im Ganzen o ähnliche Functio- 
nen vw, so wird man 20--1 Functionen erhalten, welche noch aufserdem die 


Eigenschaft mit den ursprünglichen gemein haben, dafs die Summe ihrer Qua- 
11 * 
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) 20+1 ; 
drate eine Constante unR gleich der Summe der Quadrate von y4, cos, 


cos2r, etc., sinz, sin2r, elc. ist. 
Die dritte Eigenschaft der Functionen, welche sie nun vollständig 
definirt, besteht darin, dafs dJK—= — KK sein mufs, wenn 
dv 


de — — und 


yb’—v: VYe*—v? 


(b"’-+-c)dv — ; Y — n(n-+1)vw 


de 











gesetzt wird, d. h. dafs A der Differentialgleichung von Lame genügt. Mache 
ich mit (d.) die Operation /, und bezeichne die linke Seite dann mit —D, 


so wird 


DB, Za: „Ku KV). 


un) 


Multiplieirt man die Gleichungen dieses Systems mit denen des Systems (b.) 
und mit sinddödy, so erhält man sofort die Werthe 


s=0 
EEE. 

2p "2q 
si 


durch Integrale 


(e.) Va, Bi. D,,C,,sinddddy — b,,, 


ausgedrückt, und dann sind die & bekanntlich die Coefficienten der orthogo- 
nalen Substitution, durch welche 








xb, PR AR 


0) 


9 
in 

z Ky'y’ 
übergeht ($.7). Die einzige Schwierigkeit besteht also im Auffinden der 5, 
und zunächst der D; ich zeige, dafs D, linear durch C,, C,_; und C,,., aus- 
gedrückt, und dafs daher = 0 wird, wenn nicht 9=p oder p+1, für 
diese Fälle aber eine einfache bekannte Gröfse ist. 

Die Auffindung der einfachen Formel (3.) im $.5 für AC machte be- 
deutende Rechnungen nölhig, und fast Alles, was in $.1 bis $.5 gesagt ist, 
wurde zur Ableitung dieser Formel entwickelt. Lassen sie mich einen Augen- 
blick bei derselben verweilen! Sie erinnern sich, dafs Jacob: in einem 
Schreiben (Bd. 42 dieses Journals) mich über die Art belehrte, auf welche 
sich das von mir (Bd.29) entwickelte Resultat durch elliptische Functionen 
verhältnifsmäfsig leicht erweisen liefse, dafs nämlich CE, ein Integral der von 
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Lame aufgestellten partiellen Differentialgleichung nach « und » ist (bei 
Lame Gl.18). Ich selbst habe darauf durch directes Differentiiren nach « 
und » dieselbe Formel verifieirt, war aber genölhigt, eine langwierige und 


äufserst lästige Rechnung durchzuführen. Aber weder Jacobis noch meine 
. j 1°C 6 i 

Rechnung zeigt, welchen Beitrag ru und = einzeln liefern, um als Summe 

n(n-+1)(v"— u‘)C zu geben. Die Formel (3.) belehrt darüber, indem die 

rechte Seite kein v explicite enthält, sich also durch Vertauschung von « mit 


vy nicht verändert. 


Ich habe vergeblich versucht, (3.) a posteriori zu verificiren, indem 
ich den Integralausdruck für CE, oder auch den zweiten endlichen ($.1) 
differentiirte.e Da die Ableitung durchaus streng ist, so hatte eine Verification 
der Formel für mich zunächst nur den Werth, die Richtigkeit meiner 
Rechnung zu prüfen, ohne sie wiederholen zu müssen. Für specielle 
Werthe von n z.B. n=2, 4 hat die Prüfung keine Schwierigkeit, auch für 


jedes n und u=c, wo also C„=P,.(—) wird und man daher eine For- 


mel für die Differentiation von P,,„ erhält, wenn man eine willkürliche 
Gröfse ce hinzunimmt, gelang sie vermiltelst Anm.I und IV meiner Abhandlung 
(Bd.26). Ein Beweis der Formel aus dem Integral hätte noch ein besonderes 
Interesse, da er vermuthlich Resultate für ein gebrochenes, positives oder ne- 
gatives n, und für das Integral zwischen willkürlichen Grenzen liefern würde. 
So habe ich in meiner Inaugural- Dissertation $.9 die Eigenschaften der P, 


aus dem Integrale 
/ "(@ + C0Sp ye?—1)" cosmp dp 


abgeleitet, und mir dabei zwar n ganz und posiliv vorgestellt, die Belrach- 
tungen bleiben im Wesentlichen aber noch in allen oben erwähnten allgemei- 
neren Fällen gültig. Im 50°" Bande dieses Journals habe ich die Grundformel, 
aus der Jacob: Bd. 26 die Luaplacesche Entwickelung der Kugelfunctionen 
ableitet, durch eine Substitution bewiesen, die gleichfalls noch gilt, wenn 
beliebig und ebenso die Grenzen der Integration willkürlich sind, und erst, 
wenn die Beschränkungen fortfallen, mit bekannten in gehörigen Zusammen- 
hang tritt. So findet man aus ihr z.B. für n— —1, dafs 











I: 
VYa+bcoswye+gcos(y—g) 
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sich in Integrale der Form 
dn 


u Ya cos (n— 0) 























translormiren läfst. 

Zum Schlusse der Arbeit im $. 8 habe ich noch die Keitenbrüche, 
aul welche ich geführt wurde, etwas genauer betrachtet. Von den speciellen 
Formeln. die für <—1 erhalten werden, gebe ich Ihnen einige Proben. 


nämlich für a—5 und n—6. Man findet 





























E Zr —_... (»—2?)(2— 4?) 
__45__ 105 — & 1) 3) — 59° 
1. 
0. Mo —_ LIE 3.—5) 
24 210 ri 23(3—2°)(2— 4°)(3— 6°) 
319 I — 
as nee 


Halle. September 1858. 
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Einige Eigenschaften der Lameschen Functionen. 
(Von Herrn E. Heine zu Halle.) 








S. 1. 
len gebrauche, in Uebereinstimmung mit früheren Festsetzungen , die 
Bezeichnung: 
Mr ae. ; (n— m) (n — m —1) 
P x — { 1-2 (er — an Te In 2 
n,m (#) ! } 2.(2n—1) 


ı (n — m) (n — m—1) (n—m—2) (n— m— 3) mn. 
)- 


2.4.(2n—1)(2n—3) 





und nehme yl— x’, wenn die Wurzel reell ist, positiv; ist die Wurzel rein 
imaeginär, so soll y1— x” gleich ö mal der positiven Wurzel ya’ —1 sein. 
Andere Fälle werden im Nachfolgenden nicht vorkommen. 

Verbindet man Gröfsen # und mit anderen « und v durch die 











Gleichungen 
uv 
cosd = — 
be 
u— b! Y —_y% 
sindcosy — r A N 
byce’—b? 
i i ce — u’VYe'—v? 
sindsinp —= Fe lanaa 2 
eyce?’—b? 


so können 6 und y als Functionen von u und v, und umgekehrt « und v als 
Functionen von # und betrachtet werden. Setzt man für « und » Gröfsen 
«a, und v,, so sollen die entsprechenden Werthe von 6 und p durch #, und y, 


bezeichnet werden. 
Es sei ferner 
P,„(cos#).cosmp —= Ü,,, 
P,,. (sin 6).sinmp — S,,, 


es mögen C und S in 9 und p, oder in « und v ausgedrückt sein; ver- 
wandeln sich 9 und p in 6, und %,, so sollen C und S in C' und S' über- 


gehn. Da nach einer bekannten Formel von Jacobi P,„ = (—1)”P,_., 


ist, so wird 


„= (IC; 8.=(-1"78S_,. 
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Ferner ist S,—(0. Bezeichnet man mit y eine Seite des sphärischen Dreiecks. 
dessen zwei andere Seiten # und 9, den Winkel 9—y, einschliefsen, ferner 
durch P, den Coefficienten von «” in der Entwickelung von (1—2« cosy-e«*)” 
nach aufsteigenden Potenzen von «, so findet man 








P. = Za_(l, CL, S.s!). 
wenn 
a (1.3.3...(2n —1 )* P /1.3.9...(2n —1) \’ 
# —— u * “ 2-— | } 
II in — m) lin — m) \ IIın) / 


gemacht wird. 
In einer früheren Arbeit habe ich EC und 8 als Integral - Ausdrücke 
gegeben: es ist nämlich 


2r—1 Tin — m) IIin— m) 









































UÜ=- 
7 i” 1lı2n 
u, . Ya!’ —b’yb’—y’ . Yve— u’ye—v? : . 
2 .COSW— 2? —— -sinw ) cosmw dw, 
JS \te bye—b: eye —b: 
S 2r—1 TIin—m)(II(in+m) 
“r | ‚II 2a 
7/0 . Yu’ —b’yb’— v" ‚ . Ve— u’ Je?— vr’ r Mm 
> / Gran - .sınWVv —? m sin Wr) sın mwdu. 
“dc byc’—b eyc’—b? 


Man kann dieselben Gröfsen offenbar auch in die endliche Form bringen 


(_ +70 1ur—bty b’—r® er ve — u’Ye'—y* \” 
L Tr sr are AR. BE Zu | 
a by — PP Ze era —b* 


u ( er. (n—m)(n—m—1) f uv u ) 


”\\ be 2 .(2n—1) \ be 























\us dieser folgen sofort die besonderen Werthe resp. für u=e und für v—b: 


vN\ 


E — AR r)s 
x 
’ . uN\ 
C„+i8, = (di) Pl), 


ferner für 1 = x 


CatiSna : we f vb—r _ Ye! \" 
u” u’ 7 bye —b!  ceye—b: 


m coSmy-ısinmy 


Y b*cos’y—+ c*sin’y)“ 























wenn 
ce) vr —b° bye'—»® . 
Me Fi — — 005%, =—— =SIny 


Ye’ — b" vjc!—b’ 
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geselzt wird; aus denselben sieht man, dafs eine Entwickelung nach Ü und 8 
für besondere Werthe der Veränderlichen in eine nach P, „ oder nach Cosinu: 
und Sinus der Vielfachen geordnete Reihe übergeht. 

Schliefslich soll erwähnt werden, dafs 


SI 7C.C,sinddody 


0) 0) 

An 1 
2n +1 Am 
’70 zn “ - * * 
/ / S,8,sindd@dy verschwindet, wenn zn und p verschieden, oder beide 








im Allgemeinen verschwindet, für y=m aber ist; dafs auch 


Null sind, aber für y—= m in den andern Fällen gleichfalls den obigen Werth 
4n ) 
2n+1 Um 





giebt 


S. 3. 
Für jeden ganzen Werth von » existiren 2n--1 Functionen von v 


3 


die durch #£°(v) bezeichnet werden. Jede von ihnen genügt der Diflferential- 





eleichung 
d’E u Mit 5 EEE 
7 = (an +1). — (b’-e)B)E', 
wenn 








r dv 
ee — — Tm——— 
“ Yb’—v’yc’—v* 


und die 3 gewisse 2n--1 Constanten vorstellen, welche dadurch bestimmt 





ten 


sind, dafs die E ganze Functionen n'" Grades von v, yb®—v’ und ya —v' 
sein sollen. Dadurch sind die &, bis auf eine willkürliche, sie multiplieirende 
Constante, über die unten disponirt wird, bestimmt. 

Die & zerfallen in vier Klassen, die nur, wo es nothwendig ist, durch 
verschiedene Buchstaben, nämlich der Reihe nach durch K, L, M und N be- 
zeichnet werden sollen. Es sind nämlich die K& der vier Klassen resp. von 


den Formen 


9 y" gr" + gr me, 


Ye (ug) 


Ye er v: (yr" +9 y"” + er *), 
vr yd— rer te), 





wo die nach » geordneten Reihen nur die nicht negativen Potenzen dieser 
Gröfse enthalten. In diesen Klassen sind, je nachdem n grade oder ungrade 
Journal für Mathematik Bd. LV]I. Heft 1. 12 
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ist, resp. je 4n-+1 oder 4(n-+1); 4n oder 4(n--1); 4n oder 4(n-+1); 
4n oder 4(n—1) Functionen # enthalten. 
Man weils, dafs 


/ I ms (u) E'‘ (v) Kr (u) Er (v) sin 9.d9 dy 


(0) () 


«ı 


verschwindet, wenn p von s verschieden ist, für »=s nicht verschwindet. 
Ich kann daher über die oben erwähnte Constante g, so verfügen, dafs dies 
Integral gleich 1 wird; es ist diese Bestimmung nicht erforderlich, aber für 
das Folgende bequem. 

Aus meinen früheren Untersuchungen (Bd.29) ist klar, dafs jede 
lineare Function der Ü und 8 sich linear durch die Funclionen K‘(u) E°(v) 
darstellen läfst, und umgekehrt: stehen auf der einen Seite nur resp. A, L, 
M oder N, so stehen auf der anderen nur C',„ mit gradem m, CÜ,, mit un- 
sradem m, 8, mit ungradem x, S, mit gradem m. Jede Gleichung 


mzn san 


= (0,0, +PaSn) = ZYE(W)E'(v) 


mi) Ss. 


zerfälli demnach in vier von derselben Form, wenn «, P, y von u und v 
unabhängige Werthe bezeichnen. 


Die Function P, läfst sich als Summe 


samin 


= d,E‘(u)E’(v) E’(u,) Ev) 


=) 


darstellen. Verfährt man nach Anleitung des $.8 meiner Arbeit (Bd. 29), 


> An 
so findet man d, = ———, also 
2n+1 





Art gr N; 6 s Ns 
P 5), Typ E (u)E (v)E (wu) E (v,). 


$. 3. 

Aehnlich wie für P, können wir auch für AR, die Reciproke der 
Entfernung zweier Punkte, einen doppelten Ausdruck aufstellen. Ich entwickle 
hier den, welcher die E enthält, und entnehme die zweite Form meiner 
Arbeit (Bd. 42). 


Sind die rechtwinkligen Coordinaten des ersten Punktes r cos 6, 


vr — b’sin®cosy, yr’—e’sin®siny, während die des zweiten ebenso durch 
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r,. 6,, Yı ausgedrückt werden. und ist r > r,. so kann man offenbar 


ie # 


R=2 Zı, , und 


nal) 


EN 
2, = 2 y’ E‘r)F(r)E'W)E(v)E (uw) E (v,) 


sz=U) 


selzen, wenn die 7 gewisse Constanten bezeichnen, und man, wie im $.5 


meiner Abhandlung (Bd. 29) 


Fr) zn Er) dr En CR. 
: (E(r))? N) | r?’—e? 


oemacht hat. Nun verwandelt sich r,#, wenn r in’s Unendliche wächst. 





.. Y [3 “ - 
während — endlich bleibt, in 
> 
er y,\.+l 
er. 1 a 
Zn (1) P, N) 
n—ZU r 


folglich muls 


Yrı Eir,)F‘r) 





Ar [# g al e 
in 5 1T\7 übergehen, d. h. es ist „== 4» odeı 


Z, = An & E‘r,)Fr)E(u)E(v)Eu)E'(v,). 


Ss) 


Dieser Ausdruck ist also gleich dem von Z, in Formel (5.) meiner Arbeit *) 
(Bd. 42). 


$. 4. 


Aus der Gleichsetzung der beiden Werthe von A lassen sich Schlüsse 


über die 3 ziehen, indem diese Gröfsen in Fr auf bekannte Art eingehen. 


Aus Lames Behandlung der Differentialgleichung für die E, die sich am aus- 
führlichsten in den „Lecons sur les fonctions inverses etc.” p. 281 et segq. findet, 


ergiebt sich nämlich als Werth von % für die vier verschiedenen Klassen 


I 


der E der Reihe nach 














(#’+e’)(B—n’) (?+e)(B—(n—1)?) ce? 
2(2n —1) . 2 (2n —1) ws ü 
("’+e)(B—(n—i1)) We) BA—nn—?2)). 
2(2n—1) u 5 2 (2n —1) 


*) Auf der rechten Seite des daselbst in Formel (4.) für w stehenden Ausdrucks 





. ” ı = 
lese man im Zähler = für . 


12 * 
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Ich werde daher die am Anfange dieses Paragraphen erwähnte Gleichung 


mit 7”*' multipliciren, » = ® setzen, und dann die Glieder vergleichen. 


welche auf beiden Seiten mit r}* multiplieirt, oder vielmehr. die von der 


Dimension r}”" sind. Nachdem r = x geselzt ist, entsteht 
n. h° y Y ET ° v 1 
Er Eu “(v)HF A u #F (y ) en > R ' 
"Vu u a ie a 27. IIn.1.3.5...(2n—1) 


m=zn p=' 


4 EEE = ad, IT: N 1 pP) In a pP)" TC, Ü! U: (r,) - S, Ss! ur! 


Tr ) 
mi pP \ L/ 


für m —0 die Hälfte genommen, wenn A’, je nachdem E’ ein A, L, M, 


oder N ist. +1, —?, —:, oder —1 bezeichnet. 


BER 
ER j a 
EEE EL FR Na Ah 





Be 





ER 


—() 





ER: 


Wollte man in vorstehendem Ausdrucke die Glieder von der Dimension 


vereleichen. so ereiebt sich nichts Neues. sondern nur die Gleichheit der 
Werthe von P, in $.1 und $. 2. 


2 
>» 


Um die Glieder von der (na — 2)" Di- 


mension eleich zu seizen. mache man =, multiplieire mit go”, dilfe- 


N 
rentiire nach o, dividire durch 29 und mache zuletzt og—=0. Nach diesen 
Operationen wird aus K&(r,) in den vier Fällen resp. 





re 8 | TEE b’+e? 
=; —(n—- 59); R-59); r - IN), 


so dafs die finke Seite unserer Gleichung, nach Berücksichtigung 


; ' m ; 
schiedenen Werthe von 9% in 
G, 


der ver- 


An b’+Le! | 
IntI 9( Z&(B—-n)E(u)E'v)E'(w)E'(v,) 
2n+1 2(2n—1) Ben / af v 








übergeht. 


Die Berechnung der rechten Seite bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. 
und erfordert nur einige Aufmerksamkeit, wenn die Indices m oder » gleich 


0 oder 1 sind. Nach den angegebenen Operationen wird aus U” und «” 
n 


2 °27ı 
| nne/ y\y7 l/h? Q | Rain nam m) yo 
nf / (1-- cos(n —2))"" (b’cosncosy + ec" sinnsinx) cos any cos pn dh, dy 





und 


MH 


‚2 27 
z / / (1--cos(n7 — x))""(b’ cosncosz + ce’ sinn sinz) sin my sin pn dn dy. 








also immer 0, wenn nicht »a gleich p ist, oder sich von p um +2 unter- 


scheidet. Führt man diese Integrale aus, so wird die rechte Seile unserer 
Gleichung 











a 
DR 2 
ee 


FRE" VE 
ee 


Tee rn ER 
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a, CK +e)lan—p)(n—p—1)+(n-+p)(n+p —1))C, 


Ban —I1) u 
+ — DB) (n—p)n— p—VU,.+(—B)(n-+p)(n+p—1)C,_;] 
vermehrt um den Ausdruck, welchen man aus vorstehendem durch Vertauschung 


sämmtlicher € mit 8 erhält. 


S. >. 
Um die schliefsliche Form der Gleichung zu erhalten, mache man. 


wenn f irgend eine Function von v vorstellt, 





1) (d-+c)af= — n(n-+1)vf., 


so das JE(v) = — BE(v) wird. Dann ist nach $.2 die linke Serie dei 
Gleichung des $.4 


b ’+e? 2 
u; m; (IP, +n"P,), 


oder nach Substitution des Werthes von P, aus $.1, 





— „°F 4,(0:(40,— ®C,)+ S1(48,— nS,)) 
2 nn) Aa pP I D>F* 


Setzt man die mit C) multiplicirten Gröfsen einander gleich. so erhält man 
eine Gleichung für IC, und auf ähnliche Art für Z8. 


Führt man nämlich x durch die Formel 
2 2 
e—b 
2. = — 
(2.) ur 
ein, SO wird 
(3.) IC, =4lp°—n(n+1))C, +12 np) n—p—1)C,;+4z(n+p)(n-Ip—1)C, 
eine Gleichung, in der alle C auch durch S ersetzt werden können, und die 
noch für y=0 und p==1 gilt, wenn man für Ü_, etc. die gehörigen Werthe 
setzt ($.1). Für «= e verwandelt sie sich in eine Beziehung zwischen 





) u . . ° ° 4 \ 
(4), seinen ersten beiden Differentialquotienten nach o, P,n2(5) und 


0 . „1° . 
rl (2), und ferner dem willkürlich angenommenen Buchstaben e, der in 


der Funtion Z? selbst nicht mehr vorkommt, sondern nur in den Coefficienten 
Für «=» erhält man eine ähnliche specielle Gleichung zwischen Cosinus 
oder Sinus der Vielfachen des Winkels x im $. 1. 
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S. 6. 


Nach diesen Vorbereitungen können wir die Ü und S nach den E 


entwickeln. Betrachten wir zunächst die C mit gradem Index, deren so viele 
existiren als es A giebt, und bezeichnen diese Anzahl mit o--1, wo o also 
oleich 4n oder 4/n—1) ist, so können wir setzen 


. a7 
a9 .(2r +1) rs ) { ”()\, \ 71; N Pas . rn 7 z 
(4.) | Zr ae Ü,. m 0, BR (u) (v)+a,K' u)K'v) =. ..-- 7, (u)K°‘(rv). 


und haben somit, indem p von O bis o wächst, o--1 Gleichungen zwischen 
den (o--1)' Gröflsen «. Um diese Gröfsen zu finden, multiplieiren wir je 
zwei von diesen Gleichungen mit einander und mit sin®, integriren dann nach 
# und g von O bis resp. ı und 27, worauf wir erhalten: 


ist gleich OÖ. wenn y und p» von einander verschieden sind; die Summe ist 
oleich 1. wenn p = 4. 

Hieraus sieht man. dafs die « Coefficienten einer orthogonalen Sub- 
stitution sind. d.h. wenn man o-—-1 Gleichungen zwischen Gröfsen y und 


x selzi 
yi seen ar, - | 1-0? Te a 12 si, 
so wird 
2 u. 
>: 6 A = T,X,» 


ui) I —H 


Ehe wir weiter gehen, sollen aus dieser Beziehung einige Folgerun- 
sen gezogen werden. Man findet 








Pi of \ . av Y 
RK’ (uw) y) y: = 07, Y@,, u. 
M . In n=0 pP w 


also eine Entwicklung jener Producte auf der linken Seite nach den Functio- 
nen ©. Um die E selbst zu entwickeln, kann man «==e setzen, und erhält 





. Per a Wer 2n +1 
5) Zokeo) = 20 nV, #, »(z )» 


"An p=U 
eine Entwickelung nach den P,,,. Will man die Constanten K(c) entfer- 


©, und dividire (5.) durch 
K:(v) 








nen. so dividire man (5.) durch »" und setze 7 — 


den so entstehenden Ausdruck. Man findet dann für ——, d.h. für die 


30 


Function A, die im Uebrigen wie früher bestimmt ist, in der aber die höchste 














EEE, 


Dar. PS 
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Potenz von v mit 1 multiplicirt ist, den Werth 


b" zo; ‚Vo, P,2(% ) 


p=U 





p=0 
%” /__4\p 
Be 1) epY @,, 


Eine zweite Form findet man für «=», nämlich 








pP= =0 
BSR EIERN INN _ A\p m5 
Ko) = Ya. Nr ei ya con2pz 
m An (yb?cos’z-+c*sin?z)" 


aus der sich die Constante g ähnlich wie oben entfernen läfst. 


68. 


Zur vollständigen Bestimmung der « nehmen wir auf beiden Seiten 
von (4.) die mit ./ bezeichnete Operation vor, und bezeichnen die 3, welche 
den K entsprechen, mit 8. Alsdann wird 





et pn (n+1)) C,-+42(n — 2p)(n— 2p —1)C.,, 
1 42(n42p)(n-+2p — 1) C.,-.] 
I 0 vR'(u)K'(v). 


x 





sah) 
Diese Gleichungen combiniren wir mit (4.), wie früher die (4.) unter ein- 
ander, und führen folgende Abkürzungen ein: 


4c„. = (n— m)(n+m--1). 
4 —= ?n(n-1), 


indem wir c positiv nehmen. Dann wird 


(6.) 


s=o 


, r 5) Y 
= 0,0,8° = CyıFt > 
9:0) 
—_o 
any Ss 8 Tr a 
— O2, Oyp+2 ß = 127 Cop+1 ’ 
s==c 
Ss S Ma 
ud On 0, R SE, V, 
7 


wenn 4—2p nicht O oder +2 ist. Die erste Gleichung giebt für y—=0 den 
Ausnahmewerth 


s=0 
Pe 2 
= RR“ = C,. 


s==U 


Die « sind daher solche Coefficienten der orthogonalen Substitution. die im 
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vorigen Paragraphen erwähnt war, dafs 


>: A ro ur —— En 2 ac 2% C €, L I, #r C w & LE, BE 22C;, 6,2, L, a. | 


A > 7 U en SUe- AUC 


wird. wo c,, verschwindet, wenn n grade ist; ist a ungrade,. so würde erst 
C,.., von selbst Null sein. In der vorstehenden Gleichung kommen also aufser 
den Quadraten der x nur die doppelten Producte eines jeden z mit seinem 
henachbarlen vor. 

Hätten wir in gleicher Art die N betrachtet. so würden wir nur 
und ebensoviel dazu gehörige B, die wir N nennen, gefunden haben. Man 


würde dann nur o Gröfsen x einführen. und der Ausdruck für 


Mi 
# 
— 
u 
Bd 
Bi 


] 


würde mit (ce) — e,)x, anfangen. sonst mit dem obigen übereinstimmen. Aehn- 


lich verhält es sich mit den Z und M. 


S. 8. 


Die Aufgabe der Transformation homogener Functionen zweiten Gra- 
des durch eine orthogonale Substitution. die uns unmittelbar die Entwickelung 
der E nach den P verschafft ($. 6). ist so gründlich behandelt worden. dafs 
ich nur Einiges hinzu zu setzen weifs. welches sich auf die besondere Natur 
der Functionen. die hier auftreten. bezieht. und zwar die Gleichung betrifft. 
deren Wurzeln die # sind. Es ist diese bekanntlich die Determinante des 


systems 


2-6; 20€, 0 u 0 0 0 0 
126,6, Z-C)-C: 2054 HR: 0 0 0 0 

V 20H; Z-C5-C, Zl, :.. Ü VÖ 0 0 
0.0 zu. 2-d-d 0 0 0 rt 
‚0 0 0 BO ee ri Mu 0 0 
| 0 0 0 Do Mer Van Meilen 0 
| 0 0 0 BD: Ü A EG LS Tr Win en | 


0 U 0 0 ... 0 0 #C594-2C2, 1 IC), 176, 
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die wir mit D, bezeichnen, so dafs D,_, nur 0? Glieder enthält, und zwar 
sollen in D,_, die letzten fehlen. Die Wurzeln z der Gleichung I, — 0 sind 
dann die $. 


Nun ist 
D, = (2 —- 34-2 )D-—- 756 Ds-; 
D,_ = 2? - 3-05.) Da —- X%-165-3D.-5; 
D, = (—-9—c)D—-«“cGD,. 
D, = (2-a-e)D),—o0, 
D, = 3—o0. 

Es wird daher D, der Nenner des Kettenbruchs 
1 





2.2 2 
% 025—1020—2 





2 2 
a u 2.2 
A 0253 C2o—4 


2 





Zn 029-2 au C2o—3 un 








_ ec, 
nr 
2 2 * C,c% 
2 
2— ec} 


dessen vorletzter Nenner, wenn man ihn gleich Null setzt, die N als Wurzeln 
giebt. Folglich sind die N und die 8 die endlichen Werthe von 2, welche 
resp. den Zähler und den Nenner des folgenden umgekehrten Kettenbruchs, 
(der an der gehörigen Stelle von selbst abbricht) zu Null, den Bruch selbst 
also zu O oder oo machen: 


1 
(7.) 2.2.2 
x2c?c 
2 {1} 1 
3—l, — AH ‚2 
u 3 mn 03 cz 
Bu 2 2 ?— eo? —elc. 
Ce, 











Man ersieht hieraus, dafs in der Gleichung für die & oder W nicht 
die c,„ selbst, sondern ihre rationalen Quadrate vorkommen, dafs in ihr ferner 


he A 
nicht die Excentrieitäten 5 und c selbst auftreten, sondern nur x = IR 


also das Verhältnifs von & zu c jene Wurzeln bestimmt. Für d5=c wird 
das Verfahren dieses Paragraphen illusorisch; es redueirt sich dann 2), auf 
das Product 

Fa) —-d—0)...(2— 1 — 6%) 
oder nach (6.) auf 


er EIN. „ern +7: 5 +9) («—: ni) } + 





Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 1. 13 








98 Heine, Eigenschaften der Lameschen Functionen. 


woraus man ersieht, dafs die Gleichung 
BEP, YO) — (na) — 2ER)K er 0 


durch Functionen von der Gattung Ä integrirt wird für 2% gleich n(n-+1), 
n(n-1)— 2°, n(n-+1)— 4°, etc. Dies Resultat ist eben so wenig neu, wie 
das für den Fall 5=0; beide folgen unmittelbar aus Anm. I. und IM. 
meiner Abhandlung (Bd. 26). Für 5=0 erkennt man nämlich, dafs bei 
oradem rn die K die graden Zahlen O, 2°, 4°, ... n? sind, bei einem un- 
graden n aber 1°, 3°, 5°, ... nm’. Ferner ist leicht zu zeigen, dafs in den 
entsprechenden Fällen die N die ungraden Zahlen 1°, 3°, ... (a—1)’, oder 
die graden 2°, 4°, ... »” werden. Da für &=0 die Betrachtungen dieses 
Paragraphen Gültigkeit behalten, so erhält man also für den Kettenbruch (7.) 
wenn 21 ist, den Werth 
(3—1?)(3— 3°)... (3—(n —1)?) 
s(s—2r)(3—4°)...( an’) 





wenn n eine grade Zahl, und 


(3— 2°) (3— 4°)... (z— (n—1)?) 
(3—1?)(3 — 3°)... (2—n?) u 





wenn n eine ungrade Zahl vorstellt. Einen directen Beweis für diese Sum- 
mirung des Kettenbruchs habe ich noch nicht aufgefunden. 


Für einen anderen Werth von < war es mir bisher unmöglich, die 
Zähler und Nenner von (7.) in bequemer Form zu geben; wie ich glaube, 
wird man nicht suchen müssen, sie als ganze, nach Potenzen von x ent- 
wickelte Polynome darzustellen, indem schon für z—=1, wie man sieht, in 
den Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 3 die Combinationen aus 
den Quadraten der graden oder ungraden Zahlen erscheinen. Die Coefficienten 
der drei höchsten Potenzen von & in D, findet man für jedes x aus den 
bekannten Eigenschaften der Nenner von Kettenbrüchen ohne Mühe. 


Vergleicht man den Kettenbruch mit der Gaufsschen Form, für die 
ich die Nenner angegeben habe, und bringt ihn dazu in die Gestalt 











1 
z—e 
_& n 
_ 9% 





a ee Wr AO RELLRU ED, 
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©” —— 


wo  Universit: 











} « if SET u 
\ r e,e, min 
% — 
Bere Fa a1/n v 2\ 9 
(+—0,)(2—ıc 1 —c,) 





e? ec? 
BANN 203 
(2 — ce) — c3)(2— ce? —c}) . 





d, — 


etc. 


so zerfallen die # allerdings auch hier in Zähler und Nenrer, deren jeder 
aus zwei Factoren besteht: bei uns schreiten aber die Factoren nach einer 
arithmetischen Reihe zweiter Ordnung, bei @aufs nach einer Reihe erster 
Ordnung fort. 


Halle, September 1858. 
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woraus man ersieht, dafs die Gleichung 





OR ER BR - )Z-— aaH)r — -228)K — 


Jr 


durch Funclionen von der Gattung K integrirt wird für 28 gleich n(n-H1), 
n(n-1)— 2°, n(n-+1)—4°, etc. Dies Resultat ist eben so wenig neu, wie 
das für den Fall 5=0; beide folgen unmittelbar aus Anm. I. und IM. 
meiner Abhandlung (Bd. 26). Für =0 erkennt man nämlich, dafs bei 
oradem n die 8 die graden Zahlen 0, 2°, 4°, ... n? sind, bei einem un- 
graden n aber 1°, 3°, 5°, ... %°. Ferner ist leicht zu zeigen, dafs in den 
entsprechenden Fällen die I die ungraden Zahlen 1°, 3°, ... (n—1)’, oder 
die graden 2°, 4°, ... n” werden. Da für 4=0 die Betrachtungen dieses 
Paragraphen Gültigkeit behalten, so erhält man also für den Keltenbruch (7.) 
wenn z—1 ist, den Werth 


SAN —3N)... (@(n—N)) 
3@—-25@—-4)... m) 





wenn n eine grade Zahl, und 


2649... (En) 
(2—1°)(3— 3°)... (27°) 


wenn n eine ungrade Zahl vorstellt. Einen directen Beweis für diese Sum- 
mirung des Kettenbruchs habe ich noch nicht aufgefunden. 





by) 


Für einen anderen Werth von < war es mir bisher unmöglich, die 
Zähler und Nenner von (7.) in bequemer Form zu geben; wie ich glaube, 
wird man nicht suchen müssen, sie als ganze, nach Potenzen von z ent- 
wickelte Polynome darzustellen, indem schon für z—=1, wie man sieht, in 
den Coefficienten der verschiedenen Potenzen von & die Combinationen aus 
den Quadraten der graden oder ungraden Zahlen erscheinen. Die Coefficienten 
der drei höchsten Potenzen von 2 in D, findet man für jedes x aus den 
bekannten Eigenschaften der Nenner von Kettenbrüchen ohne Mühe. 


Vergleicht man den Kettenbruch mit der Gaufsschen Form, für die 
ich die Nenner angegeben habe, und bringt ihn dazu in die Gestalt 











1 
—c) 

2 
_ 4% 

2 

Q,% 

2 
1 . 
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iu >> 21 (= ‚2 2) 9 
(3+— 0,)(2—c)7 —c}) 
a 
c?c 
d; 0 D: 5) 





(2— ec? — 03) (2 —e} — ce?) 


etc. 


so zerfallen die « allerdings auch hier in Zähler und Nenrer, deren jeder 
aus zwei Factoren besteht: bei uns schreiten aber die Factoren nach einer 
arithmetischen Reihe zweiter Ordnung, bei @au/s nach einer Reihe erster 
Ordnung fort. 


Halle, September 1858. 
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Bemerkung zu den Formeln von Dirichlet, durch 
welche die Klassenzahl bei positiver Determinante 


ausgedrückt wird. 
(Von Herrn F. Arndt.) 





Herr Prof. Dirichtet hat sich in seiner berübmten Abhandlung über 
die Klassenzahl der quadratischen Formen „Recherches sur diverses applications 
etc.” (Bd. 19 und 21 dieses Journals), die Transformation des Endresultats bei 
positiver Determinante betreffend, auf den ersten Fall beschränkt. In den 
übrigen Fällen erhält man ebenso einfache Formeln. Ich theile dieselben mit 
in der Voraussetzung, dafs sie nicht schon anderweitig gegeben sind. Hinsicht- 
lich der Bezeichnung verweise ich auf die Abhandlung selbst. 

Zerlegt man die Function A in zwei Factoren p(x) und w(x) von 
gleichem Grade, nämlich 


e(2)== n(« = u und v(e)= ı( _ F B' 


so Ist 


() D=P, P=4u+43, (T+UyPY’ =Fy(), 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem P Primzahl oder nicht. 
(I) D=2P, P=4u+1, (T+UY2P) = yv(w).py(—w)., 
(1) D=2P, P=4u+43, (T+UY2P)* = vy(w)'.w(w), 
wo w=y4(1-+?). 
Berlin. den 23. December 1857. 
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Von den Coefficienten der Reihen von Kugel- 
funetionen einer Variablen. 


(Von Herrn G. Bauer zu München ) 


Wenn die Function, welche durch eine Reihe von Kugelfunctionen 
dargestellt werden soll, nur von einem Winkel # abhängt, so nimmt die Ent- 
wicklung der Function bekanntlich die einfache Form an 


f(0) = FA,P,(cosd), 


wo P,(cos#) ein bekanntes Polynom von cos® vom n“" Grade ist und A, 
durch die Formel bestimmt ist 


4, = a Sr P,„(cos#,sin60®. 





Führen wir der Kürze wegen statt # die Variable «==cos®# ein und be- 
zeichnen sodann das Polynom P,(cos®) durch Ä,, so nimmt die Entwicklung 


folgende Form an 


, u > 2n—1 un 7. 
1) KOAX, we AH ("fa X,ör 
be“ 





Da die Zusammensetzung der Polynome X, keinesweges einfach ist, so ist 
die Form der Coefficienien A,, wie man sie unmittelbar aus vorstehender 
Formel erhält, vorausgesetzt. dafs die Integration ausführbar ist, sehr com- 
plieirt und das Bildungsgesetz derselben in seiner einfachsten Gestalt schwer 
zu erkennen. In einer Abhandlung von Herrn Lejeune Dirichlet über die 
Dichte einer sphärischen Schicht, deren Potential gegeben ist, (gelesen in der 
Berliner Akademie 1850 und reproducirt im Journal von Lirouvslle 1557 ) 
beschäftigt sich derselbe auch mit der Bestimmung der Coeffiecienten A in dem 
Falle. wo f‘x)=x* ($.IV und $.V). Schon in diesem einfachen Beispiele 
ist die Form der Coefficienten, welche sich unmittelbar aus dem Integral 
Sr) X,0x ergiebt, wenn man darin für X, das Polynom setzt, welches 
—] 


es darstellt, so complicirt, dafs nach dem Ausspruche Herrn Dirichlets nur 
die vorgängige Betrachtung des einfachern Falls f(x) = x° die grofse Ver- 
Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 2. 14 
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P4 


einfachung vermuthen läfst, deren diese Form fähig ist. Die Analyse, deren 
sich Herr Dirichlet bedient, um zu dieser einfachen Form der Coelfficienten 
zu gelangen, ist weder elemenlar, noch einer Ausdehnung auf andere Fälle 
fähig. Es mag daher nicht unpassend sein, hier ein Verfahren anzugeben. 
durch welches man in sehr vielen Fällen, und gerade den wichtigsten, die 
Coelfiecienten der Reihe (I.) mit der grölsten Leichtigkeit bestimmen kann. 


$. 1. 
ee A, 
Betrachten wir zuerst das Integral / A„=—-0r. Da 


ein 





OH 
Polynom vom (rn—1)'” Grade ist, so ist vermöge einer bekannten Eigen- 


schaft der Polynome Ä dieses Integral immer gleich O0, wenn nm ist. Ist 


Sr O2—0, und 





aber n > m, so ist vermöge derselben Eigenschaft / Ä, 


man hat daher in diesem Falle 


21 Q Y i 1 am 19 e i 
7 U. n « 7 oÄ, N R oÄ nn _ o0(ÄA, EM « 
/ Ä ee UL = ii X, L Or + / Ä, —_— or — / n ( J 
. oH D oO. L 1 ox OK 














—] | —1 
X,.X,)ı —- (AnA,.)-ı- 
Da für =1, = XL 1 ist, ar 2 Al, = (—1), = (+1 
ist, so ist das Integral gleich 0. wenn »» und rn beide gerade oder beide un- 
gerade sind; hingegen = 2, wenn »n und rn ungleichartig sind. 
Hieraus ergiebt sich sogleich nach dem Gesetz der Reihe (1.) 
(1) a (2n —1)A,_,+ (2n —5)A,,+(n —- WA,,+:. 


OX 
eine Formel, welche auch Herr Christofel in seiner Abhandlung über die 
Gaufssche Quadratur (Bd. 55 Heft I dieses Journals) auf andere Weise ab- 
geleitet hat. 
Aus dieser Formel folgt aber sogleich 

oArıı oA,„-ı > 
BC. 1. RR — (2n--1)X 

oOX or 7 IA, 


und hieraus für jedes 2, von n=1 aan, 
m BE ERGERE TUE AMEERC) Ay 
(UL) JA,0or = 3. nr Annı)s 


wenn das Integral so genommen wird, dafs es für z==1 verschwindet. 
Vermittelst dieser so einfachen Relation zwischen den Polynomen Ä 
und ihrem Integral läfst sich leicht eine Relation finden zwischen den Coelli- 








S 


SU er 


| 
| 
i 


ET EEE ein 


’ 
= 
Es] 
54 
Be 
i. 
Sa 
29 





Pe 5 EEE 
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cienten der Entwicklung von f(x) und der von /r)ör. Bezeichnen wii 


nämlich /rör mit #'(x), so giebt die partielle Integration 


2 1 . F \ 7? « 
7 /F = N 00 
2 \ / 
oo 3 F(2).(A,.ı — A\„-ı) a ı/fi@) Ä, 4 RK LE + ff) A, L. 


Ist #'x) continuirlich, so verschwindet das Glied 1 Fz)(A,.,— A,_,) an 





den Grenzen e=-+1 und = —1; denn #'(r) kann nicht unendlich wer- 
den, wenn die Entwicklung von f(x) in eine Reihe von der Form (1.) mög- 
lich sein soll, und X,,,— A, hat den Factor 2° —1. Geht man also zu 
diesen Grenzen über, und bezeichnet mit A, den Üoefficienten von Ä,, in 
der Entwicklung von f(x), so ist der Coeflieient von Ä, in der Entwicklung 


EG N N 
von F'(x) gleich ET Ki Bahr rer 5 


der Reihe (I.) unmittelbar hinschreiben, nämlich 


A,;.. Es läfst sich also das Integral 





r \ . — 1 | 2 
(IV.) Sft@)ör-+ const. Be a "yRyP 2 


—ı NY 2n—l 2n-+3 
Für 2=1 redueirt sich die rechte Seite dieser Gleichung auf A, +44: 


für e=—1 auf —A4,+44A,. Nimmt man mithin das Integral /rs)öx 
z. B. so dafs es für z==1 verschwindet, so ist 

const. — A,+4A.. 
Nach dem Beweis von Herrn Dirichlet von der Convergenz der Reihen mit 
Kugelfunctionen ist die Reihe (1.) für jeden Werth von z von 2—=—1 bis 
2 == --1 convergent, wenn die entwickelte Function f(x) nie unendlich wird. 
Die Reibe (IV.) ist mithin auch immer convergent. In der That müssen, 
wenn die Reihe (I.) für jeden Werth von z von = —1 bis r—=-41 
convergent ist, die Coefficienten A, mit wachsenden n gegen Null convergiren, 


mithin für grofse Werthe von n von der Ordnung —, sein, wo & eine posi- 
tive Zahl ist. Die Coefficienten der Reihe (IV.) sind mithin höchstens von 


der Ordnung und da die Polynome A‘, für keinen Werth von x inner- 


ne 
halb dieser Grenzen den numerischen Werth 1 übersteigen, so ist hiedurch 
schon die Convergenz der Reihe gesichert. Diese Convergenz wird aber 
noch vermehrt, durch die Natur der Polynome P,(cos6), welche sich, für 
14 * | 
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srofse Werthe von n, wie Posson gezeig! hat *), durch die Näherungsformel 


Eee cos((n--4)9— 4) darstellen lassen. Mittelst dieser Formel über- 
zeugt man sich, dafs die Reihe (IV.) selbst dann immer convergent sein wird, 
wenn die Coeffieienten A, nicht gegen Null convergiren, sondern allenfalls 
gegen eine endliche Grenze. Dieser Fall kann eintreten, wenn die entwickelte 
Function f(x) für einzelne Werthe von & unendlich wird, in welchem Falle 
auch die Reihe für gewisse Werthe von x divergirt. 

Mit Hülfe der Gleichung (IV.) nun wird man in den meisten Fällen 
leicht eine Relation zwischen den Coefficienten A auffinden können, wodurch 
sie bestimmt werden, wie ich es im Folgenden an einigen Fällen, in welchen 
die Coeflicienten eine interessante Form annehmen, näher erläutern will. 


S. 2. 
Sei zuerst als einfachster Fall f(x) = e‘“, wo a eine beliebige Gröfse 


ist. und 


(1.) er A,A,- 4, A, u AA, 


so wird Gleichung (IV.) 


Re 
—e — —/f + 4,- 1 4, Do 3 (4, aa 2nt3 ie: 


a [% na 


> Ay) X, 


Da nun bekanntlich eine Function nur auf eine Art in eine Reihe von Kugel- 
funetionen entwickelt werden kann, so giebt die Vergleichung beider Reihen 


UX 


für e 


z da u ze N 1 
e— ad, ZA=A und A, a(—- A. rT 23 Ar) =. 


« 


Letztere Gleichung gilt für jedes n, von n—1 an. Nun ist aber 


en 1 m 
A,—}/ eor = —_ (e—e"), 
—1 
und hiermit wird 


ur Frag -5 1G u rg '— (14 —)e*], 
a 4m Ye-4de] 


so dafs also im Allgemeinen A, von der Form sein wird: 


2 
2.) A, = -AyaELpe 0,0 





*) Connaissance des Temps 1831. 








ee. 
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wo P, und @, Polynome von — sind... Um das Gesetz, nach welchem die- 


selben gebildet sind, zu finden, substituire man für A,;,, A,, A,_, ihre Aus- 
drücke nach Gleichung (2.) in die Relation, welcher sie genügen, und be- 
merke, dafs die Coefficienten von e“ und e”“ in der so erhaltenen Gleichung 
einzeln gleich Null sein müssen; so ergeben sich folgende Relationen. von 
n—1 an 


P,.,—-P NAT ut ie P, ne 0, O1 — O,.-1— wu A 0, Ye VÖ, 


n—1 7 u 








aus welchen man ersieht, dafs P, und Q, der Zähler und Nenner des 
Näherungsbruchs eines Kettenbruchs sind. Da ferner die Coelfficienten A, 
mit wachsendem n gegen Null convergiren, so mufs der Werth des vollstän- 
digen Kettenbruchs e””° sein. Stellen wir denselben dar durch 


&) 1 ne 


0%; 
AT... 








so folgt aus obigen Relationen «,,,—=1, et, von n=1 an. Die 
Werthe von «, «&, fP, ergeben sich aus den Werthen von A, und A,, 
nämlich ,=1, «4, = —2, Pf, —=1 +2: Der Kettenbruch also, aus welchem 
die Werthe von P, und Q, zu entnehmen sind, ist 
iD lin up I 1 
Kerl. 
a 
we 


Man hätte A, auch unter die Form 





4, = (YA (geset_petet) 


[7 


bringen können, wo nun P} und ©, Zähler und Nenner des n‘" Näherungs- 
bruchs des folgenden Kettenbruchs sind: 








: e—e" Od 1 
(3'.) ee + e=a 777 1 
ur 1 
es 1 
2.5 gene 
>... 
[7/3 
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Seizt man 

cosar AK— AR AK,—-t.-, 

sinar = AA —4X;44,.,— + :::, 

bildel sodann die Reihe für cosax--sinaxr.y—1 und integrirt, so findet man 
oanz auf dieselbe Weise, wie vorhin, dafs A, von der Form 


| 


(4.) 





2 2n-+1, * | | 
5.) 4, = 5 (Q,sina — P,cos a) 


ist. wo P, und @, Zähler und Nenner des n‘" Näherungsbruchs des fol- 
voenden Kettenbruchs sind: 














sin « 0 1 
h. — tan a = — + ——— 
( ) cos a Oo 1 + 1 | 
a 3 1 
a 5 1 
pr T 
ad 
i ' A 1 0" (r?— 1)" 
Es ist bekanntlich X. = —  — — . - Vermöse di r 
/ EI 2 öge dieser Form 


von A, erhält man durch rmalige partielle Integration 


+1 Z Eu —1)" ’+1 0" r 
$ f(2)A,.02 = rn I an (2° — 1)" Or, 
—1 





vorausgesetzt, dafs f(x) continuirlich und die vom Integralzeichen freien Glie- 
der bei jeder partiellen Integration vermöge des Factors x&°—1 an den Gren- 


n+1 
in - re) X, or 





zen 2— +1 verschwinden. D 


—1 


h rofl)... ; 
ist. so ist. wenn A, gefunden ist. auch das Integral / FEN 
a ; 


bestimmt. So folgt aus Gleichung (2.) 


(7.) ii as x’ —1)" or = - (P,e — 0,e“ 
2.4.6...2n oe wen eo) 





oder auch 





(2a)” Po PR zn N pP a —( 
1:83.33... Feen ET. 


— (1 


Aus dieser letzten Formel ergiebt sich eine Entwicklung für das Integral 


Se os, welche einiges Interesse gewähren mag. Multiplieirt man nämlich 


I 





wi 
IE 
+ 
R 
5 
E, 
E 
Eu 
“ 
e 
&i 
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beide Gleichungsseiten mit (— ar)" und summirt nach n, so erhält man 





u vun +a Pak na zu?) _ 
Z(P,e — Q,e"")(— ar)" ar u 0% 
E 
1 v®arı _— ’2y . 
= — ep (? nf e"" 02, 
V 
1 
u 
<V 
. 2 nd . . 1 E ; F 
wvY=pz gesetzt ist. Sei nun u, w=p, = + av = 4, 50 wird 
= _— —p+ ( uv — ME u. a 7—p” ar — — dar? Ds u 
v I; pi = 7 7 q+p° 
3» 9 1 Pi 7? 
av — Maid; 
(2v) 2 
und hiermit 
i  ) 7? ’q Pi 2 . 
(S.) (p- -g)e' u” DR u Z(P., m VO, er ee! 
E er) 
wo P, und Q, aus dem Kettenbruch (3.) zu entnehmen sind, nachdem man 
2 2 
’ ad =D 
darin @ durch II erselzt hat. 


Für »—=0 redueirt sich Gleichung (8.) auf folgende: 


’q u ap 
(9.) af e” 03 — S(—1)"(P, ve n u, 


0 


vorausgeseizt, dafs in dem Kettenbruch (3.). aus welchem P, und O, be- 


2 
. ( . 
stimmt werden, a=-- gesetzt wird. 


Auf dieselbe Weise erhält man aus (7.) 


(10.) p+Nerf'eöz — 3(P,— 0,eW"r 2 


p 


y+ 5: ) 3 
also für p =0, 
(11.) gef e oz = E(P,— O0,e""'). 
© 


Die beiden letzten Reihen unterscheiden sich nur dadurch von den Beihen 


(8.) und (9.) respeclive, dafs in diesen die Glieder alle positiv sind, während 
in den Reihen (10.) und (11.) die Zeichen der Glieder wechseln. 
Ganz ähnliche Reihenentwicklungen erhält man aus den Gleichungen 


(4.) bis (6.) für die Integrale / "cos z’0z und S"sins’ oz 
P 


P 
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Was endlich die Convergenz dieser Reihen betrifft, so überzeugt man 
sich leicht, dafs sie für jeden positiven endlichen Werth von p und g statt hat. 





$. 4. 
. ‚ 5 . > » \ | a . 
Als zweites Beispiel sei f(x) = ———— gegeben, wo «1 ist, 
d / 2 2 ’ u. ’ 
yl—ar 
und es seien die Coefficienten der Entwicklung 
1 > 
(12.) Y—arx® ac AK, + 4, A, - A, A, u; - A, AR, + ii 
—MAUKX 


zu bestimmen, welche natürlich nur Polynome A von geradem Grade ent- 


halten kann. 
Nach der bekannten Relation, welcher die Polynome Ä genügen, hat man 





























.v_ n+1 
(a.) 2A, — IT tue Annı 
Multiplieirt man also die Gleichung (12.) mit x, so geht sie in folgende über: 
- x y a ı 2n+2 Ä 
Rn Y1—a°ı = (44 An +1 Ant An+5 An4:) Aynyıs 

und hieraus folgt durch Integration nach al 

N Eee = - SRH Ze = —4(4444,) 

Ya 

2n—1 2n 2n+1 2n-+2 
u Fre -1.4n—3 Int fi InHi Erna) rar „Aa 


Andererseits erhält man aus (12.) durch Multiplication mit 1— a’ x” mittelst 
der Relation («.) 


ee FR» ö a a 2n.2n—1 
ar = [4— (4+34)]X, Hz (4. la a An 


| (2n)? E (2r +1)’ , 2n+1.2n+2 ) “ 
| me re) Au sr me] Ay. 














Die Vergleichung der beiden Reihen, welche wir für yYl—«a’x’ erhalten 
haben. giebt 





a” nz ET; ; u° 
(Au 34,)+7 1— ua’ era Fig 4— —(A,+34:). 
woraus 
3.5 £f 
4, 2° a? [1-45 3 a’) Au — Yi—@| 


und allgemein. von n=1 an. 








i 





Ka won re 7 
RE ae F 5 RE RE ne * Br 
; u Dee. Da? FT ei EN PER z ARAEK, 














a 


ö DE NET SEA RER 7.7 
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. 4un+3.4n-+5 Zzn—1.2n .  MmH.2un+2 
(14.) Any = (2n +2)’a? (1— 4n—1.4n +1 mr 4n-+1.4n+3 ” )Ar- 


An+3-An+5 / Zn —IN\N” 
 4n—3.4n— ( 2 er) A,,_. 








+1 or 1 a j 
Da nun A, = / —— = — arcsina ist, so ist 
4 gie er a 
_ Fan 
A, ann + er Su 1-a| ’ 
2 Bi 2 on ] 


und allgemein ist A,, von der Form 


(15.) A,.. — Women yo P,. } 1- 1 d. 


dd 


Es findet nun zwischen Q,,45s Os, @s._, und ebenso zwischen P,,.,. P;,; 
P,,_, dieselbe Relation statt, welche zwischen A,,;.. A,, und A,,_, be- 


steht. mithin sind P,, und @,, Zähler und Nenner des n“" Näherungs- 
_arcsin«a 























bruchs eines Kettenbruchs, dessen wahrer Werth a ist. Stellen wir 
yı—u 
diesen Kettenbruch dar durch 
+ 
ß u, 
u P,+-; 
3.5 | 
so ist u —=0, u, = Dr = e_ ZB 50) und vermöge der Relation 
(14.). von n=1 an, 
D 4n+3.4n+5 f 2n— 
Aan+2 7 1.3 ee 
3 a: 2 Rn u . _ en—1.2n rn 2n+1.2n+2 a). 
Panzz = 2, T2jrat m—1.m-fi Ant1.Mn+3 


P,, und Q,, sind mithin Zähler und Nenner des x‘ Näherungsbruchs des 
folgenden Kettenbruchs 





























’ | 2.3 
16. nn ER Zi 
une, ayi—a” 1 r+ 2a’ 
1.2 .a. 73% 
Frl 1.3 u Wa 3 srä 
[7 3.4 R 
rıp as =  ) 
_ 4. -( " 
u wie 
68%, a? 76-47 me) 
Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 2. . 
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Kettenbruch läfst sich in der Art verwandeln, dafs man jeden Theil- 


Dieser 
bruch in zwei Theilbrüche entwickelt; zugleich lassen sich aus ihm die Factoren 
3.5 7.9 ' | h 
ah, gg us. f. entfernen, indem man A,, die folgende Form giebt: 
= A .« 
3.5 7.9 4n—1.4n +1 aresin«@ 
A TREUR. er sl —- P.,1—- a). 











= 4° (2n)” 


Dadurch wird der Kettenbruch 























aresina 41 
WR. A 1.2 
ayi—ı 
1.8 
a 
I — —— u” 
>». 
3.4 > 
1— —— u’ 
I. 4 
m... 
— dt 
1.9 
aus 
| ne. i5i . . h f 
übereinstimmend mit dem von Gaufs gegebenen Kettenbruch für ———— 
rw sin?tcost 


(Disqq. generales circa seriem etc.); und zwar sind P}, und @;, nun Zähler 


und Nenner des 2x” Näherungsbruchs dieses Kettenbruchs. 


Ist «—=1,. so redueirt sich A,, auf ; und es ergiebt sich 

- f 1 Ns 1.3 \? * * > [2 - 

Beben), ie 9-5 ) . Mittelst dieser Werthe und der Relation (14.) 
ur - wei 


y 


h f3:3.. AN . 
beweist man leicht, dals allgemein Q., = (An+1)( 773 ) ist. Es 
v ic Fee: AN - 
= wird also 


EI ee = (145(5) X. 


1.3...2n —1 


u... 


= = 1-5(3) +9(23 


eine Reihe, welche jedoch nur vermöge der Zeichenwechsel convergirt, in- 


# 3. 5... mu .. . + 
dem für erofse Werthe von n von der Ordnune 
‚4.6...2n A | 


hin die Glieder dieser Reihe von derselben Ordnung sind. 











+85 77)%4--) 





Für 2=0 wird A,=(—1) und folglich 


s 3.5 
13 (557 








ist, mil- 








Ferner ergiebt sich aus der Reihe (17.) 


“2 ti ee rn u 1.3.5...2n-—1\? 
(18.) R; Ren Kuda = / P,,(c050) 00 —( 2.4.6...2n IE: 





yi 








nz 10 


EU EEE 
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wo P,,(cos6), wie im Eingange, das bezeichnet, was Ä,, wird, wenn man 
x durch cos# ersetzt. 





| Noch mag bemerkt werden, dafs die Gleichung (13.) für @—1 in 
e folgende übergeht 


1) FT DEANGT ER) 





u 11 a ee ie 









































Aus dieser Gleichung und Gleichung (17.) folgt nun sogleich durch Integration 
| nach IV. 
I u 1 n re a en 
— In ae ED n Beet BD ren ne > FE er # 06 
ii I A 
und 
dcr 2 Seläieii Erd 1.3 1: 
u sınz = 3(z) A, (5) A, - AG 
Multiplieirt man endlich die Gleichungen (17.) und (19.) auf der einen Seite 
mit (1—2ra-+r), auf der andern mit der gleichgeltenden Reihe 
KıtrKtrKt---, 
und integrirt von = —1 bis 2—=-1, so erhält man folgende bekannte 
elliptische Integrale in Reihen 
3 yi— a Nr x+r? hr E A nun 
+ (aux a; - 
= alt) +65 #4): 
| Fa x OX vr cos 0 00 
‚ N-atyi—?r a+r? ) Yi—?r cosd-+r" 





et) 


$. 5. 


Als letztes Beispiel seien noch die Coefficienten in der Entwicklung 
von (4--x)” zu bestimmen, ein Beispiel, welches den Eingangs erwähnten 
von Herrn Dirichlet betrachteten Fall einschliefst. 

Der zu befolgende Gang ist derselbe wie in den vorigen Beispielen. 


Sei 
(20.) (a+ 2)" ter 4,,+ A,Ä, + A, A,+ 7% 


so giebt die Integration nach (IV.) 
| 15° 
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m + 1 u Nr 1 





| 

I M 
| 
bin 
\ 
ha 
une 


Multiplication der Gleichung (20.) mit «— x mit Hülfe 

















u er | H n—1 \ > 
I." — g4,+14, +2 — Bi tal 4 nn Bi IE - 
" ‚ i hr, 2n —1 er. ; 2n—3 26 
Die Vergleichung beider Reihen für («— z)”*' giebt 
a— 1)” — (m—1) 4,— ad, = 4m-—2)4, 
i I Vi n = 1 all 
u m—n-—2 2 
2 . < —aA,— A. 2 0. 
( | un 1._: 2n +3 . 
Da nun - 
f,  / a— 2)"Or —= -4ffa-1)”"— (a—1)”"']. 
“ m—i1 e . 
so wird. wenn wir zur Abkürzung 
a1)” — (a —1)"*']=fi(a) und 4[{a-+1)”"*""- (a —1)”"*'] = f;(a) 
seizen. 
3 
A= —— fa, A=— afı a)—/m-A)f(a)). u. = f. 
a ui, Bu m-—1)\im—2 ( fi IF )) 


Alleemein ist A. von der Form 





2n— N | 
3‘) — os u Pe fj f »4 \ 
( -— } 4 ,— 1 m L N m R & 2 = m = n na 1 ( I fi \ a, Pf: 'a)). 


und P, und Q, ergeben sich wie in den vorigen Beispielen als Zähler und 
f. (a) 


Nenner des n NWäherunesbruchs eines Kettenbruchs. dessen Werth £ - 
2 (a) 


- 




















ist. Diesen Kettenbruch findet man mittelst der Relation (21.). nämlich 
u Fe a— 11T — (a —1)”* () m—1 
(23.) ° = 2 =207 5) 
| f. a a—1)" +! (ga —1)”+! f m(m— 2) 
.. (m — 3) 
f : U u Ai u 
3a-t _ 
Da+t:-- 


Dieser Kettenbruch bricht ab. wenn m irgend eine ganze, positive oder ne- 
gative Zalıl ist. Ist zn eine negative ganze Zahl. so nimmt der eben gefun- 
dene Ausdruck für A, die unbestimmte Form % an, sobald „SS —m—1 


wird. Ich werde diesen Fall. in welchem die Coefficienien eine andere Form 














Verne 














er A RR RN INNEREN u z 
br Me U ee ” 


TER 
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annehmen, später besonders betrachten. Ist aber m eine ganze positive Zahl, 
so wird 4„—=0, wenn n= m--H1 ist; die Reihe (20.) bricht also, wie vor- 
auszusehen war, bei dem Gliede 4,X, ab. Hierbei kann « einen vanz 
beliebigen Werth haben. Ist z.B. «a—=0, so wird fi(a)—=1, f(a) — 0. 
wenn zn gerade, hingegen £;(a)=1, fi(«a)—=0, wenn m ungerade. Es ist 


also für gerade m 


mn 


27 == At, EBENE... m (m—?) 
ge > Bu > mm et? mem Aut 


—?2)...2 
+ (2m-—1) ;: An; 
\ 7’ (m+1)(m-+3)...(2m +1) "' 














(24.) für ungerade m 
(m —1)(m — 3) 


(m + 2)(m+ 4) Hr (m +2) (m+4)(m+6) A, 


(m —1)(m—35)...2 i 
\ r@e+ are ihn +1) An 

Ist m keine ganze positive Zahl, so müssen wir im Obigen «—>1 voraus- 

setzen. Wollte man z. B. x” entwickeln, wenn »n» ein Bruch ist, so mülste 

man, wie Herr Dirichlet gethan hat, in der Gleichung (1.) f(x) = x” setzen. 

zwischen den Grenzen 2—=0 und 2=-+1, und f(@)=0 zwischen den 

Grenzen 20 und 2= —1. Man erhielte sodann 

ER Fear Ton. 

m+1? ' * m-+2 

und hiermit aus der Relation (21.) allgemein, 

A _ Zn +1 m(m — 2)...(m—n-+?2) 


1 m—A 
En -TRRT m: | 
m-+2 A, rt 











3 


2” BER? 








| 





Wu (m+1)(m+3)...(m+n+1)’ 

—_ 2n+1 ‚(m—1)(m—3)...(m—n +2) 

2 (m +2) (m+4)...(m+n-4-1) ° 

übereinstimmend mit den von Herrn Dirichlet gegebenen Formeln. 
Ich mufs jedoch hier bemerken, dafs schon Legendre das Integral 


wenn rn gerade, 


n 





wenn n ungerade. A, 


1 
I «" X,oz für gerade Indices n durch eine andere Betrachtung in der 
N 


vorstehenden Form gegeben hat (Recherches sur la figure des Planetes. 
Acad. des Sc. 1784). 


$. 6. 


Ist m--1 positiv, so können wir in dem Vorhergehenden auch «== 1 
setzen, und es nehmen in diesem Falle die Coefficienten ebenfalls eine einfache 
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\ ’ ia Am m 1 
Form an. Es wird dann nämlich fi (a) = f;(a)=2", also A, =?" m+1 ' 
A — 2" _ "und mittelst dieser Werthe und der Relation (21.) 


(m -+1)(m—+2) 
heweist man leicht, dafs allgemein 





m(m—1)...(m —n-+1) 9 








4 — (2n-Äi) u 
1, (ni) (m +1)(m+2)...(m+n-+1) 
is!. Man hat also 
Atr )" u m „u m(m —1) 
ı)r Mas Me = A, En a . As-t- ’-, 
(«<9.) (77 m+1 ui (m+1)(m-+2;} Ar (m +1)(m-+2)(m-+3) . | 
eine Reibe, welche für jeden Werth von x von 2—=—1 bis 2r—=--J1 con- 


vergiri, wenn m positiv ist. Wird »2 negativ. so divergirt die Reihe für 
u — —1; und wird a= — 4, so hören auch die Coefficienten auf gegen 
\ull zu convergiren, indem sie sämmtlich gleich (—1)"2 werden, übereinstim- 
mend mit der Entwicklung von 2(1+-?rx-+r)” für r—1. 

Der eben gefundene Werth von A, für 4—=1 führt zu einer Eigen- 
(hümlichkeit des Kettenbruchs (23.). Setzt man nämlich in der allgemeinen 
Formel für 4, (22.) «=1, so giebt die Vergleichung mit obigem Werthe 

(—1)"(Q,— P,) = m(m—1) (m — 2). (m—n-J1), 


vorausgesetzt, dafs m keine negative Zahl ist. Ist = eine positive ganze Zahl 


und man macht 2 = m, so wird 
(26.) (—1)”"(Q„.—P,) = 1.2.3...m, 
wo P, und Q, Zähler und Nenner des Qnotienten sind. welcher sich aus 


dem Kettenbruch 














ee m-+1 
(*.) er 
(m —1)(m+3) 
34 
B. ‚2.2m 
om 1 mt, 





2m+1 


„ ergiebt. Der Werth des 





mit Ausschlufs des letzten Theilbruchs 


vollständigen Kettenbruchs ist gleich 1. und zwar findet man mittelst der Glei- 
chung (26.) leicht, dafs Zähler und Nenner des vollständigen Quotienten 
gleich (m +1) (m-+-2)...(2m--1) werden. 
Da P, den Factor m-+-1 hat, so folgt aus (26.) 
(—1”"Q, = 1.2.3. .m (mod.m-+1). 








eier: 








5 
Rd 
& 
2 
A 
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Es hat mithin der Ausdruck Q,, welcher sämmtliche Zahlen von 1 bis 2m 


enthält, dieselbe Eigenschaft, welche das Product 1.2.3...» besitzt, nämlich 
Q,„-1 ist durch m» --1 theilbar oder nicht, je nachdem »» —+1 eine Primzahl 
ist oder keine. 


S. 7. 
Wir haben nun noch zu betrachten, was die Coefficienten in der Ent- 


m 


wicklung von (@--x)” werden, wenn m eine ganze negative Zahl ist. In 


diesem Falle aber reicht es hin die Coeffieienten der Reihe 


1 


d Be 





(28.) — AK, +ANK+ AA 


” [2 [2 [3 . .. 1 [2 L * 
zu kennen, indem sich die Coefficienten der Reihe für Ping 7 als Differential- 
urx)” 


quotienten der Coellicienten dieser Reihe ergeben. 

Multiplieirt man die Gleichung (28.) mit @--x und setzt für X 
seinen Werth aus der Relation (a@.) $.4. so erhält man auf der rechten 
Gleichungsseite eine Reihe nach A, deren Coefficienten sämmtlich Null sein 








müssen, den Coefficienten von Ä, ausgenommen, welcher —1 ist. Bemerk! 

’ “dr a+1 . . Tr 

man sodann, dals A,= ıf — 1log r ist. so findet man. wie in 
Bi a+x r a—1 


den vorhergehenden Beispielen, dafs 


29) 4A, = (-N"(2n+1)(Q,4log 7 — P,) 


a--1 
ist. wo P, und @, Zähler und Nenner des n‘“" Näherungsbruchs des folgen- 
den Kettenbruchs sind: 








(30.) d loo «+1 — Seh 1 











m a—1 1 a— 4 
34—3 
34—j$ 
7 I a 
Zugleich ersieht man aus den Werthen Q,=1. Q,=.a und der Relation. 


mit X, der Form 


„ 


welche sich zwischen Q,,,, @, und Q,_, ergiebt, dafs @ 
nach identisch ist. 


n 


welchen ich der 





al p 
a—i n» 
Kürze wegen mit Y,(a) bezeichnen will, ein particulares Integral der fol- 


Man weils, dafs der Ausdruck Q,.4log 


genden Differentialgleichung ist, 
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dx i u 04 
ge 4-n(n-+1)y =, 


in welcher « durch x ersetzt ist, und dafs derselben Differentialgleichung auch 
das Polynom X, genügt. Man hat dieses Integral Y,(x) unter verschiedene 


Formen gebracht, aber man kann ihm noch eine andere neue Form geben, 


welche mir bemerkenswerth scheint. 
Wenn man nämlich die obige Differentialgleichung „mal differentirt, 


L 


so erhält man mit Benutzung der Formel 














0" (yz) 02 ,ı „0 Or!z, nin—1) Op 0r°z | 
ta + Tara tr 
pr or" Or dr 1.2 O8’: 


die Gleichung 














EHER ty 
(1— T Ar rn 2 ın +1)x EIER —— V. 
und hieraus folgt 
o"+l 2 Ü 
Ort (2 — 1)"+! ® 


wo Ü eine willkürliche Constante bezeichnet. Es ergiebt sich hierdurch für 


das gesuchte Integral die Form 


N ’«(n+1) ort! 
Yvak ; 
- (2 — 1 y»1 1 ? 


wo sämmtliche Integrale so zu nehmen sind, dafs sie für © = x verschwin- 





den. Bestimmt man die Constante € so, dafs y mit dem, was ich Y,,(z) ge- 
nanni! habe. übereinstimmt, so findet man Ü = (—1)"*!,2.4...2n. Es ist also 


n+1) FON na 


31) Ye) = 2.4...m/ an 


0"(2’—1)" 
2.4...2n 0x” 
cher das andere Integral der Gleichung (V.) nämlich X, darstellt. Man 





. wel- 





ein Ausdruck. ganz analog dem bekannten Ausdruck 


könnte selbst mittelst dieses leiztern Ausdrucks für X, den so eben für y 
gefundenen unmittelbar aus der Differentialgleichung schliefsen, wenn man 
bemerkte, dafs dieselbe ungeändert bleibt, wenn man » mit — (n-+1) ver- 
tauscht. 

Der Coelficient von A, in der Entwicklung von (@a+2)”"” wird nun, 
wenn zu eine ganze positive Zahl und, wie früher bemerkt wurde, «>>1 ist. 


(— 1)" Hl (2n +1) ori Y,.(a) 
1.2.3...(m —1) dar-ı 


f , N ın 2 . 4 ... 2n ’(n—m+?2) arm +. 
= (1 (u); Fre 





(32.) 








1— a?yr+t? 


.2.3...(m—1) 








ie 





DEREN ER RTL 





NER“ 
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ein Ausdruck welcher, so lange n<m—1 ist, algebraisch und mit der For- 
mel (22.) gleich bedeutend, für a —m— 1 aber logarithmisch ist. 








$. 8. 
Aus Gleichung (28.) erhält man, wenn man für die Coefficienten A 
ihre Werthe setzt, nach (IV.) 


(33.) log(a+x) = log(a-1)— Y/a)-+-Y,(a)+-&2(— 1 CV, ()— Y,_ı(a))X,. 


EA | 


Integrirt man aber dieselbe Gleichung nach «, so erhält man, da 








2 ER 5 Wr Een ä | 
I Ya) da= } flog T oa—= 4a-+l)log(a+1)— (a —1)log(«—1) —1 


a—1 
— log(a--1) — Ya) -- Y,(a) 


ist, 


log(a-+-x)--const. = log (a+1),— Y,(a)+ Yı/a,- &(—1/ 2n—1)f Y(a)coaÄ,. 


kw) \ / 


Da die Y für =» sämmtlich verschwinden, so wird. wenn man IY.(W oa 
so nimmt. dafs es ebenfalls für «= » verschwindel, consl.—=0, und die 
Vergleichung beider Reihen für log(«-+ x) giebt die der Gleichung (IIl.) 
analoge Gleichung 


nn N i 
(34.) /Y.) o4 = Pre a fe 1 (a) me } „-ı(@)) 9 


welche sich auch auf anderm Wege ohne Mühe finden läfst. 


UüTrX 





: s 10 1 
Ich habe die Entwicklung von log(@-/-.x) hier aus der von ges ab- 


geleitet. Man kann sie aber auch direct aufsuchen, nach derselben Methode, 
nach welcher wir die Entwicklung von («+ x)" ($.5) gelunden haben. Man 
erhält auf diesem Wege die Coefficienten der Gleichung (33.) von n=1 an 
in der Form 


OR n 2 1 ee 1 
8) 4, = (-V[0..1@ Ne —P.]. 


und (Q, Zähler und Nenner des nn‘ Näherungsbruchs des folgenden 
Keltenbruchs sind 


TTEEE TREEEEETERENETT” 





wo P 


n 








(36.) %(a’—1)log “rtaiie lie 








a—1 34 —}% 

Ä ‚p 2 

' 343 

} Smunk 

; 7107 
u — 
Fu 
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eines Kettenbruchs, der sich auch unter folgende Form bringen läfst 














/ 1 a1 2 
Ha — —)log = 1-13 

1.3 

1 
).9.0 
= 34 
u 
ue Bw 
es 


In den Gleichungen (33.) und (35.) ist @>1 vorausgeseizt. Wird a=1, 
so redueirt sich A, auf log2 —1, während man, von n—1 an, 





n (n+1) 


4 rpm en 1 


findet, so dafs in diesem Falle die en Rn wird 
(37.) log(14x2) = log? —1-+7 154: 55 4:4 - . A, 
$. 9. 

Aus den vorhergehenden Paragraphen ergiebt sich hinreichend, wie 
die Coefficienten der nach Polynomen X fortschreitenden Reihen in sehr 
vielen Fällen auf ganz elementarem Wege gefunden werden können. Diese 
Coeflicienten lassen sich aber auch leicht durch unendliche Reihen darstellen. 
Ist nämlich 

f() = +42 a0 +04, 
und erseizi man in dieser Reihe die Potenzen von x mittelst der Formel (24.) 
durch ihre Werthe ausgedrückt in Polynomen X, so erhält man für f(x) eine 
Reihe von der Form (I.), in welcher der Coefficient A, durch die Reihe 


gegeben ist 
.2.2...8 
(38) Andy. mE 


(n-+1)(n-+2) (n+1)(n+2)(n-+3)(n-+4) 
x (u.+7 .(2n +3) Au T re ut) 











Hat man also den Coefficienten A, in endlicher Form gefunden, so ist hier- 


mit auch die Summe dieser Reihe bestimmt. 
Von den vielen Reihen, deren Summe sich auf diese Weise aus den 


in den vorhergehenden Paragraphen gegebenen Entwicklungen ergiebt, will 
ich nur folgende anführen. 
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n 


1) Ist f(z)=e‘“, so ist a 3 


Werth in die Reihe (38.), so giebt die Vergleichung mit dem in $.2 ge- 
fundenen Werthe von A, 


Substituirt man diesen 





2 4 b 
89) I +2 h 4 s FE 
9). 2.(2n +3) ' 2.4.(2n+3)(2n+5) ! 2.4.6.(2n +3) (2n-+5) (27 47) j 


mm ne | 
= (Va TPe 0,0) 

















| 2.a"t+! 
dee n1.3.9...(2n +1) nie MO > ‚e’ ze 
Bio 13 a (0! — pP! 2 y 


wo P,, Q, aus dem Kettenbruch (3.), P!, ji aus dem Kettenbruch (3'.) zu 
entnehmen sind. 
2) Ist f(x) = cosar-+sinary—1, so findet man ebenso aus &. 2 


4 








| seele SH — 
(40.) 1 2.(2n13) 1 2.4.(2n-t3)(2n-+5) 
1.3.5...(2n +1) 


37 an+ (Q, sina— P,cos d). 





wo P, und Q, sich auf den Kettenbruch (6.) für tang«@ beziehen. 
3) Sei f(@)=(a--x)”", so wird nach (38.). da nun 


a (m—1)(m—?2)...(m—.n) 
1.2.3: 


m—n—l 





ıst. 


zu win PFRGEEERO OB BEER, We 
A.—(2n- R 1. 1)(m—.?2)...(m JPFZTCERL. n—I)ım—n—?) _ | etc.) 


1.3.5... (2n +1) 2.(2n-+3) sche 


Die in der Klammer stehende hypergeometrische Reihe ist nach der Bezeich- 
nung von Gaufs 


F(4(n—m-+1), 4n—m+2), 4(2n-3), =). 














i Bezeichnen wir sie kürzer mit F'(n— m--1), so giebt die Vergleichung die- 
| ses Ausdrucks von A, mit Formel (22.) $.5, wenn man in dieser m —1 
statt zn setzt 
} ’ 1.3.5...(2n + ö Zn 
41) Fa—nH)=(—1y In errde (0,f(a) — P.f(a)), 


(m —n)(m—n+1)...(m-+n) 
wo nun fi(a) = 4[(a+1)" —(a—1)”], f(a) = }[(a-+1)" +(@—1)"”] und 
P, und QO, aus dem Kettenbruch 


i (a-+1)" — (a — 1)” an mE m 
; (a1 (a1 4 (m—1)(m+1) 


at 
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zu nehmen sind. Die Herleitung der Gleichung (41.) seizt voraus, dafs m 
keine der ganzen Zahlen 1. 2, ... n ist. Ferner gilt die Gleichung (41.) 
nicht nach 8.5, wenn »» eine der negativen ganzen Zahlen —1, —2,... —n 
oder Null ist. Die Formel (41.) gilt mithin für jeden Werth von m, aus- 
genommen wenn »2 eine der ganzen Zahlen von —n bis 4-n ist, die Null 


mit einbegriffen. 


Ist aber m eine negative ganze Zahl oder Null, so hat man nach (32.), 














wenn wir — m statt »n schreiben 
a ai a Lu „1.3.5...(2n +1) mr 0” / (a) 
. \Eintm41) = (1) 1.2.3.4... (ntm) da” 
zn. u en 1.2.3...(2n +1) get ie dar —»+! 
üe; ’ 41.2.3...(n-m) 1— a’ +! 


Ist hingegen m eine positive ganze Zahl kleiner als n-+1, so er- 
giebt sich mittelst der in $.7 gegebenen Formeln 
.. Bi ih az 1.2. =. .(2n +1) "are ARE Va" tr + 
(43.) F(in—m-1) = (—]) IL day 
Dieses n+m--1fache Integral läfst sich aber, wenn m <n-1, auf das 
n— m--Ifache zurückführen. Denn es läfst sich aus der Differentialgleichung, 
welcher Y,(z=) genügt ($.7), nachweisen, dafs für m <n-1 
«(m)__ Bu DR orY, (x) 
Y(z)ör = bF . e 
. (2) (n—m-+1)(n—m-+2)...(n-- m) 0x" 
ist, also 


44, # %Un+m-+1) a xt Fm+1 (2°—1) m I —n+1) en 
(44.) CE ee ("—m+l)(n —m-+2)...(n+m) — "+! 


eine nn sanz analog der schon von Jacobi für die un 




















tienien von (2° —1)" gegebenen. 
Statt Formel (43.) kann man also auch schreiben 
(45.) F(in—m-1) 
3 (n—m-+1) n—m-+1 
ef — 1)” 1.2 ..(2n +1) P, and Ya (a? u f da 


\ a?" r1 ’ 








1.2.3...(n-+m) 
Aus der ee dieser Formel mit Formel (42.) folgt 


(46.) F(n—m-+1) = a" (a— 1)” F(n+m+1) = (1 — 4) Fint+m+1) 


und zwar gilt diese Gleichung nicht nur, wenn m eine ganze Zahi ist, sondern 
sie drückt eine allgemeine Eigenschaft der Reihe #F(n—m--1) aus, indem 
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man sich leicht überzeugt, dafs auch die Summenformel (41.) dieselbe Eigen- 
schaft besitzt. 

Die Gleichung (42.) gilt auch, wenn m eine positive ganze Zahl gröfser 
als n ist, dasselbe ist mithin mit Gleichung (45.) der Fall. Beide Formeln 
werden in diesem Falle algebraisch und fallen mit (41.) zusammen. 

Bisher war «> 1 vorausgesetzt; ist aber a=1, so ist die Reihe, 
nur convergent,. wenn m eine positive Gröfse ist. Unter dieser Bedingung 
ist für a —1 - 

ER We TR TEBSBRR 
m(m-+1)...(m-+n) h 
wie man entweder aus den hier aufgestellten Formeln, oder aus den von 
Gaufs in seiner Abhandlung über die hypergeometrische Reihe gegebenen, 
finden kann. 


München, Juni 1858. 





"n—m-+1)= 
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Ueber die zweite Variation vielfacher Integrale. 
(Von Herrn A. Clebsch.) 


Di: Untersuchung der Kriterien des Maximums und des Minimums 
einfacher Integrale hat bekanntlich auf die Betrachtung der zweiten Variation 
seführt. und zu der Entdeckung merkwürdiger Eigenschaften derselben Ver- 
anlassung gegeben. Es zeigte sich, dafs man dieselbe durch partielle Inte- 
gralion auf eine einfachere Form zurückzuführen vermochte; das Resultat 
dieser Integralion liefs sich indefs nicht angeben. wenn nicht die Integration 
gewisser Differentialgleichungen ausgeführt wurde, deren verwickelter Charakter 
die Geometer lange Zeit von Integrationsversuchen abschreckte. 

Jacobi war es. welcher bei einfachen Integralen mit eener abhängigen 
Variablen einen Zusammenhang dieser Gleichungen mit denjenigen entdeckte. 
welche das Verschwinden der ersten Variation mit sich führt; und indem sich 
für diesen Fall dann die Integration jener Transformationsgleichungen mit 
leichter Mühe ergab. wurde für diese Untersuchungen ein ganz neuer Aus- 
gangspunkt von grofser Bedeutsamkeit gewonnen. 

In einem frühern Aufsatze. welcher im 55°" Bande p. 254 dieses 
Journals enthalten ist, habe ich nachgewiesen. dafs die Jacobischen Prin- 
cipien eine Anwendung auf alle Probleme der Variationsrechnung gestatten. 
welche überhaupt von einfachen Integralen abhängen: und es ist dadurch die 
Untersuchung der zweiten Variation zurückgeführt worden auf die Unter- 
suchung der \erthe. welche eine homogene Function zweiter Ordnung an- 
nehmen kann. zwischen deren Argumenten gewisse lineare Bedingungsglei- 
chungen statifinden 

Dieser Fortschritt, welcher wesentlich durch die in dem erwähnten 
Aufsatze niedergelegte Methode bedingt ist. führt sogleich auf die Vermuthung. 
dafs entsprechende Transformationen sich auch bei denjenigen Problemen der 
Variationsrechnung werden aufstellen lassen, welche eine gröfsere Anzahl von 
unabhängigen Variabeln enthalten. In der That habe ich folgenden Satz ge- 
funden. dessen Entwicklung den Inhalt des gegenwärtigen Aufsatzes zu bilden 


bestimmt ist: 


n 
5 
3 
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Die zweite Variation eines beliebigen vielfachen Integrals läfst sich 
immer durch partielle Integrationen auf das Integral einer homo- 
genen Function zweiter Ordnung zurückführen, deren Argumente 
den respective höchsten Differentialguotienten der Variationen der 
abhängigen Veränderlichen entsprechen, während diese Argumente 
zugleich durch eine Reihe von partiellen Differentialgleichungen an 
einander geknüpft sınd. 


Ich werde auch hier, wie in dem genannten Aufsatze, zunächst Inte- 
grale betrachten, welche nur die ersten Ableitungen der abhängigen Functio- 
nen enthalten, wo zwischen diesen Functionen selbst dann noch beliebig viel 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung als Bedingungsgleichungen be- 
stehen können. Am Schlusse werde ich kurz auf den allgemeinern Fall 
übergehen, welcher auf den genannten immer zurückführbar ist. 


$. 1. 

Bezeichnen wir durch V ein beliebiges vielfaches Integral, welches 
ein Maximum oder Minimum werden soll; durch F' die Function unter dem 
Integralzeichen, welche die unabhängigen Variabeln &,, &;, ... x, und die 

dy 


abhängigen Functionen y'’, y'®, ... y‘”’ nebst deren ersten Ableitungen — 
OX 


enthält, so dafs 
1) Vv=/[ Fände,...da,. 


Die Functionen y, welche so bestimmt werden sollen, dafs die erste 
Variation von V verschwindet, mögen noch durch eine Reihe von partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung an einander gebunden sein, welche durch 


@B) =0, H=0, ... 9,—=0 
bezeichnet werden sollen. 





Setzen wir nunmehr 
(3.) 2—= Fu +hpt+ +49, 
wo die A gewisse Multiplicatoren bedeuten, so ist auch 
4) V=/ "Rdedı,...de,, 


und die y, A finden ihre Bestimmung durch die Gleichungen (2.), verbunden 
mit den folgenden: 
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02 Ze 6 082 
oyl) Se m OXm PR A p) 
Om 
02 ce = 02 
- oy) m. or or?) ? 
(5.) I ” 
OL m 
02 u Ö 02 
Ti u: 
eo a° 
iu 


während sich die Gleichungen (2.) diesen analog auch darstellen lassen durch: 











0 0 AO 
C as OO». oT 

(6.) In GEERRSER 0, en 8 ung 0. * . “ a u Zeig 0. 
Oh, OA, Oh, 


Die Entscheidung der Frage, ob eine bestimmte Lösung dieser Glei- 
chungen das Integral W zu einem Maximum oder Minimum mache, hängt von 
der Untersuchung der zweiten Variation ab. Wenn wir in dem Ausdruck (4.) 


2) 


die v'’, 4, um kleine Gröfsen ae 


„&ıt, wachsen lassen. und nach den Potenzen 
von & entwickeln, so erhalten wir: 


ae A ER ’(r) 0 e 
@)  V+HV4+EV = (QHm+ ER ...)de.de,...de,, 


abgesehen von einem Theile, welcher durch die Veränderungen in den Gren- 
zen herbeigeführt werden kann. und nur aus Integralen niederer Ordnung 
bestehen darf. Der Ausdruck 


7 ) 
/  Ade,dz,...dz 


ist wegen der Gleichungen (5.) durch partielle Integrationen ebenfalls in 
Integrale niederer Ordnung auflösbar. Das Zeichen der zweiten Variation 
aber. d. h. von 


’ 


8) FU m Ef Sı.d2,dr, . wir 


ist für das Bestehen eines Maximums oder Minimums von Entscheidung. 
Diese Function ist es, welche jetzt näher untersucht werden soll. 


$. 2. 
‘2, ist eine homogene Function zweiter Ordnung der n(r-1)-+x 
« » cW * » [3 “ [} 
(‚röfsen ww. a, 5 doch so. dafs die letzten nur auf lineare Weise in ihr vor- 


kommen: und zwar kann man £2, aus (2, und Q in der Weise darstellen, dafs 





re 
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ER ! Ay) I Trmm Ar Ay?) a Du} 
0) . OA m en CO) oh) 
O ir 
(9) <& wei 
Jr 
. 08 Sun 80 | 32 
c . „(2 J . - JE uw mw 2 Üw“ 
2.02, — >Y w and- 1 PP 7 r " Rx u j ——, 
oy“ DEn ok, 
O— 
OJ'm 


Da die Funclionen y aber noch durch die Gleichungen (2.) an ein- 
ander gebunden sind, welche auch durch die Functionen y--w erfüllt sein 
müssen, so erhält man für die w eine Reihe von Bedingungsgleichungen. 
welche. wenn die Funelionen g durch Variation der y in p-- er übergehen. 
sich darstellen durch: 

me) vi nah... ww 
oder auch, was dasselbe ist, durch: 
082 82 08 


11) 09 —=09... —=0. 


i 2 











Diese Gleichungen zeigen, dafs die in die « multiplieirten Theile von 12 
verschwinden. 

Ich stelle mir nun die Aufgabe, durch theilweise Integration den 
Ausdruck d’V so umzugestalten, dafs an die Stelle der Function 42,. welche 
n(r- 1) Argumente w, Fri enthält, eine andere tritt. in welcher nur nr 
Argumente auftreten. Es mufs also (2, zerlegt werden in einen Theil, wel- 
cher durch theilweise Integration vollständig in ein Aggregat von Integralen 
niederer Ordnung aufgelöst werden kann, und in einen andern. dessen nr 


. ow u 
Argumente sich als lineare Functionen der ww und Ir darstellen müssen. 


Der erste Theil der Function (2, mufs aber nothwendig die Gestalt haben: 





12) LS, _ 9 
i or, Or, | Or, ee 
. OW 
wo die B homogene Functionen zweiter Ordnung der ww und > bedeuten. 
U: 


Wenn man aber die Differentiationen in © ausgeführt denkt, so dürfen in 
demselben zweite Ableitungen der «= nicht vorkommen. Daraus geht hervor, 


» [2 [2 ow [2 * .. » [2 r EZ * 
dafs erstlich die Zr in die B überhaupt nur auf lineare Weise eingehen 
OX > 
OITAGE) 


dürfen: und zweitens. dafs der Coefficient von ET — in B,, und der 


a ou Be n 
Coefficient von ww‘. EP B,. gleich und entgegengesetzt sein müssen. So 
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' ow . 
geht also (ww) in eine Funelion zweiter Ordnung der w und —— über, 
Or 


welche die Eigenschaft hat, dafs sie die zweiten Dimensionen der letztern 


nur in den Verbindungen 
Oi (‘) ww) Owl) ow) 








Of, Ole Om 0%: 
enthält. Das Aggregat dieser Terme höchster Ordnung in © soll durch 


OW j 
(o( = -)) bezeichnet werden. 


# 
In welcher Form nun auch die nr neuen Argumente sich darstellen 





mögen, so kann man sich die Gleichungen, mit deren Hülfe sie sich aus den 





ow ’ .. ow 5 
w, ——— zusammenselzen, dennoch immer nach den nr Gröfsen >> aufgelöst 
Ep 


er 


denken, und die linearen Verbindungen der neuen Argumente, welche in die 
so aufgelösten Gleichungen eingehen, als die neuen Argumente selber be- 
trachten. Bezeichnen wir diese dann durch WW, so haben sie also die 


(restalt: 
v(; ud) , ; RES‘ 2 
( 13. ) 12 (2 = ———- a5) ww - erw) - ah" an‘ ), 


I. m 
( I m 





wo die « noch zu bestimmende Coefficienien bedeuten, deren Zahl sich auf 
nr beläuft. 


Bezeichnet man nun, dem Vorhergehenden analog, das Aggregat der Terme 
ow i \ ' 
— h so sieht man ohne Weiteres, dafs 
OX 

der nach Ausführung der theilweisen Integration übrigbleibende Theil von 42; 


höchster Ordnung in 2, durch (2; 


nichts Anderes sein kann als 
WW) LOW); 
und dafs man also die Gleichung haben mufs: 
14) 2% = (RW) —-(OW)-+ 9(w)., 
welche die verlangte Transformation in sich schliefst. In derselben sind die 


Terme höchster Ordnung bereits übereinstimmend; die Coefficienten der wo. w'’) 
An) 


und wü. — geben dann eine Reihe von Gleichungen zur Bestimmung der 
e und B. 

Aber die Gleichung (14.) ist nicht nothwendig eine identische, son- 
dern darf nur eine solehe werden mit Hülfe der Bedingungsgleichungen (10.) 
oder (11.), welche die »» mit einander verbinden. Soll also die Gleichung (14.) 
eine identische werden, so mufs man noch die Summe der Ausdrücke (11.) 


hinzufügen, multiplieirt mit linearen Functionen der », deren Coefficienten 
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willkürlich sind. Bemerken wir aber, dafs (2, in der Form (9.) die ver- 
schwindenden Terme 


ER 


Ohr, 


. 
nf, 7 


enthielt. was eben ein Ausdruck der gedachten Form ist, nur dafs an die 

Sielle von linearen Funclionen der ve hier die « getreten sind. Läfst man daher 

diese Terme in (2, stehen, so kann man sie benutzen, um die Gleichung (14.) 

eben dadurch zu einer idenlischen zu machen, dafs man die « als lineare 

Funetionen der ww darstellt; und die Aufgabe spricht sich daher so aus: 
Die Gleichung (14.) soll identisch erfüllt werden, indem den Aus- 
drücken u die Gestalt 


(5) = M’w”’ + MP w® +... Mu) 


| } 


gegeben werd. 


$. 3. 

Aber die Aufgabe, wie sie in $.2 enthalten, ist noch nicht bestimmt. 
wie man leicht übersehen kann. 

Auch ist es von vorn herein zweckmälsig, noch gewisse andere For- 
derungen an die gesuchte Transformation zu stellen. In der That, es ist 
wünschenswerth, dafs alle zwischen den W bestehenden Bedinyungsgle:t- 
chungen sich durch diese allein darstellen lassen, ohne dafs man es nöthig 
habe. auf die = zurückzugehen. Die Betrachtung der zweiten Variation hal 
es dann überhaupt nicht mehr mit den w zu Ihun, sondern allein mit den WW, 
die durch gewisse gewöhnliche Gleichungen und Dillerentialgleichungen an 
einander gebunden erscheinen. 

Diese Bemerkung genügt, um das gestelite Problem nich! nur bestimmt, 
sondern auch auflösbar zu machen, was es in der unbestimmten Fassung 
keineswegs allgemein ist. 

Die Bedingungen, welche sich hierdurch ergeben, sind von zweierlei Art. 
Die ersten entspringen daraus, dafs die Funclionen y sich als lineare Functio- 
nen der W allein müssen darstellen lassen, oder dafs, wenn man aus ihnen 


die Gröfsen > mittelst der Gleichungen (13.) eliminirt, die Coeflicienten der 
= verschwinden. Für jedes erhält man auf diese Weise » Gleichungen. 

Die andere Art von Bedingungsgleichungen geht daraus hervor, dafs 
die Gleichungen (13.) sich sollen ersetzen lassen durch gewisse zwischen 
den WW” ohne Beihülfe der = bestebende partielle Differentialgleichungen. Man 
- 
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bildet diese leicht. indem man zunächst aus w und w“ die Differential- 


quolienten von :c“’ eliminirt. Dann wird also: 


(7) r (7 [a J en 1, 
- m oaW‘“” | da” da" IwR) dw) 
} < (h) m k Be % t, h Ih 
— — — - a, W Ve VE Saas. 7 0 a‘ 4 
oa or OL, Or _ n OX k OL 


nz 7) . (A) 
ee‘ cu 
und 














In dem letzten Theil der rechten Seite kann man nun wieder 


= 


OX 
h 
mit Hülfe der Gleichungen (13.) eliminiren; und derselbe geht dann über in: 


ru by > „t5) 1] ‚h,s a „F „S\ ; ey 2, h 7(h) Kuss z,h 7(h) 
e u (8 ( k a" a ) ı re. (0, W k , W m )- 


Soll man also partielle Differentialgleichungen zwischen den W allein erhalten, 
so ist es nöthig, dafs die Coefficienten der w in dieser Gleichung verschwin- 


De 


den. und dafs also die « an einander gebunden sind durch die Gleichungen: 


0@° oa, 
\ n > hs k | h 
(16.) - — 7 a 0 — n . S, a ar y 
OX, a OxX I X 


A 








während dann zwischen den #W die ganz ähnlichen Gleichungen bestehen: 


R oW,, ” wi” uugict 
17) — ZW en. 


OX I 04 


k m 





Es soll nun die Bedeutung der Gleichungen (16.) untersucht und die 
allgemeine Form angegeben werden. welche die « ihnen zufolge annehmen; 
sodann aber soll gezeigt werden, dafs es für jedes System der W, welches den 
Gleichungen (17.) genügt, ein System der ww giebt, welches die Gleichungen 
(13.) befriedigt, und dafs also in der Ü'hat die Gleichungen (13.) und (17.) 
als vollkommen aequivalent angesehen werden dürfen. 


$. 4. 
. “ . pp - . > r.r —1 a . 
Die Gleichung (16.) stellt ein System von n -—,— Gleichungen dar. 


Multiplieiren wir nun jene Gleichung mit irgend einer Gröfse #°, und nehmen 
die Summe für s, so entsteht aus (16.) die Gleichung 


1,5 








nn 
0%, , 
2 8 ] a’ ‚N 7,8 S 
> — u 12,3 ca u 
OL; ’ k m 
da; ' hl 
S Ss 
= 232, — w’+ 3,3, au”. 
OL m 


Addiren wir hier noch auf beiden Seiten die gleichen Ausdrücke 
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und setzen zugleich 


i 
(18.) A' u el Hei Wrrch u, 


m | m 
OLm 





so nimmt die obige Gleichung die Gestalt an: 








94 B A, 
AU ı.h Ah R 5: ia Ah 
(1 9.) IX, N — |, a 4" ——— Or 4 Aue "A. 
ın 


Es ist nun klar, dafs man diese Gleichungen ohne Weiteres an die Stelle 
der Gleichungen (16.) kann treten lassen, wenn man nur n verschiedene 
Systeme der « einführt, deren Determinante von Null verschieden ist. Be- 
zeichnen wir die ein und demselben Systeme angehörigen « durch 


1,0 2,0 n,0 
u 3 u > * . . u f 3 


so müssen wir ähnlich 2» Systeme der A unterscheiden, welche durch die 
Gleichung bestimmt sind: 











| (20 ) 4% f) ou? ® e; 0 ir 2 L. j yl TE 
| x EREN or I m + Om X m 
| m 
Und an die Stelle der Gleichung (19.) tritt die folgende: 
94° | oA | 
7 m < Ih h,o u a SE k < ı,.h h,o 
(21 es or, +70, 4"; — ÖXx Ye | nen 4, 
rm 





Aber die A enthalten ja noch die r’ vollkommen willkürlichen Grölsen u. 
Diese kann ich mir so bestimmt denken, dafs alle A, verschwinden, d. h. 
dafs sie n von einander unabhängige Systeme von Lösungen der simultanen 








Gleichungen: 
(22) 9= De. ut... a" 
CR Or, 2 l 1 ) 1 
darstellen. Sehen wir, welche Werthe alsdann die übrigen Functionen A 
annehmen. 


Wenn wir in (21.) A=1 setzen, so haben wir für jeden Werth 
von m, der von 1 verschieden ist: 


Zn 
0 —= 





Ei; an! Ale a? Ar + +.” An“, 


Was mit der A ass zusammengestellt, ohne Weiteres zeigt, dafs 
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die 4; 


m 


nichts anderes sein können, als Lösungen dieses Systems, d. h. lineare 
Funclionen von 
ee, 
oder endlich, dafs 
23) 45 = Pr ur ur 4... 

wo die % von x, unabhängig sind. 

Führen wir diese Werthe nun in diejenigen Gleichungen (21.) ein, in 
welchen weder »» noch & den Werth 1 hat. Dann kommt: 








n 0.0 L.o r 0,0 7.0 
op, uw” oß; u 
), u 7 m Ri. i,h 20,0 h,o BE -\ ‚ Lyy uh 20,0 ho 
{ Au) l ) u. OX, | — |], u 0, PZ % — u , ox } u ul un % . 
.. . \ 7 7 n ou . A1.0 . .. 
Für die Summe Sat u —- 2, welche nichts anderes als A}* ist, können 
r 
dl. 


wir wieder aus (23.) ihren Werth setzen; und dadurch reducirt sich die 
obige Gleichung auf: 


en 0,0 nn 0,0 
or n 1.0 op, I $’ Q7T,0 /20,7 = 2.0 op, Ip 1,0 90,7 
(25.) = ,U° 7 7,’ Pr] U” 7 T,/2, [2° . 
@ or, ITUm E or | rk Um 
“ k F « 


Da in diesen Gleichungen aber die Determinante der « nach der Voraus- 








setzung nicht verschwinden soll, so mufs man die Gleichungen erfüllen: 





N 90,0 a1 0,0 

op, OB 
‘) ’ Ben Hi A 3 < WDT,O / 0,1 PR e% & x @atTo AT; 
(26.) or, m Pi BR 1 Pi Um ä 


welche von der unabhängigen Variablen x, ganz befreit sind, und sich nur 
dadurch von dem System (16.), welches die « bedingte, unterscheidet. 


Man kann nun auf diese 5 dasselbe Verfahren anwenden. welches 
soeben zur Darstellung der « gedient hat. Wir können also die Gleichungen 
(26.) mit rn von einander unabhängigen Systemen 


1,4 Rh und 
® r er) Ü ö “a . . ” Ü 


multiplieiren, wo die v aber von x, unabhängig sind. um Gleichungen zu 
gewinnen. welche mit (21.) analog sind, und analog den A neue Functionen 
B einführen, so dafs 

FOrILE 


27) Bi= t+P 


und indem man dann die ® so bestimmt denkt. dafs alle B, verschwinden. 


ui EUER 
ve Bu v9- 
ı 


m mn l 


erhält man für m—=3, 4, ... n die Gleichung 


9Q tn “pn an 8 
28) Bi = u yet, 


m 
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wo die 7 von 2,, X, unabhängig sind, und einem Systeme von Gleichungen 
genügen müssen, welches den Systemen (16.), (26.) vollkommen gleich ist, 
aber weder x, noch x, mehr enthält. 


Auf diesem Wege fortschreitend, gelangt man allmälig zur vollständigen 
Darstellung der «, ausgedrückt durch 


n’ Funclionen u°° von 2, &;, &,, ... & 


n» 
n’ Functionen v°” von Br En a 
n’ Funclionen °° von Be 
u. Ss. W. 


Ich will jetzt zeigen, dafs man, ohne die Allgemeinheit der Lösung 
zu beeinträchtigen, alle diese Functionen bis auf die % verschwinden lassen kann. 


Multiplieiren wir nämlich die Gleichung (23.) mit v°”, und nehmen 
nach o die Summe, so kommt, mit Berücksichtigung von (27.): 





„1,4 . 2,4 
3,4% v u BTL / IE Pe Bit — ja e— FR BE 5 


m m Em Om | \ 
Oder, indem man auch noch (28.) zu Hülfe nimmt: 


‚0,4 
( 1,0 HLI jo Ov BA 50 yo9l BASE 1,0 20,2 y't+2 ‚N. 
(29.) 2, Av + Zube SIO— HE u RE; 








wo, wenn m=—1 oder m==2 ist, die rechte Seite verschwindet. 


Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts Anderes als derjenige Aus- 
druck, in welchen 4% übergeht, sobald darin überali an die Stelle von w 
der Ausdruck Z,u°°c”* gesetzt wird. Man sieht also, dafs überall die Functio- 
nen ®, vo nur in den Verbindungen 

BSRTAT TE, 

vorkommen. Und da die %*” keine andere Eigenschaft besitzen sollten, als 
n unabhängige Systeme von Lösungen der Gleichungen (22.) darzustellen, 
eine Eigenschaft, welche diesen Verbindungen ebenfalls zukommt, so kann 
man offenbar diese Verbindungen unmittelbar an die Stelle der a’ setzen. 
und durch «"” bezeichnen. Dann aber zeigen die Gleichungen (29.) dafs, 
unbeschadel der Allgemeinheit, die A, sowohl als die A, gleich Null ge- 
setzt werden können, und dafs die übrigen durch die Gleichung 


All — VAqlL ui? Laseymhair 


ausgedrückt werden, wo die „ sowohl von x, als von x, unabhängig sind. 
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Man braucht offenbar nur dieselbe Schlufsweise zu wiederholen, um 
zu zeigen. dafs man auch die A, sämmtlich verschwinden lassen, und die übri- 
oen dann auf lineare Ausdrücke der % reduciren kann, deren Coefficienten 
auch noch von «, unabhängig sind. So gelangt man endlich zu dem Schlufs, 


gesetzt werden können; und somit hat 


dafs überhaupt alle A, gleich Null 
man das Theorem bewiesen: 
Die allgemeinsten Werthe der Functionen «, welche den Gleichun- 


gen genügen: 


h,s r IT: 
[04 . = N Ta 0 : 
m or 3 h 








2,0 


u 
or 


h 
sınd diejenigen, welche man aus der Bestimmung der « durch die 
Gleichungen 


. ou | oh | „arte j un ggn,0 

BB) Bm ur 08 Da ee 
gewinnt, wo die u vollkommen beliebige n’ Kunctionen darstellen, 
deren Determinante nicht verschwendet. 


Hieran knüpft sich nun leicht der Beweis, dafs auch die Ausdrücke 
der W, wie sie in den Gleichungen (13.) gegeben sind, die allgemeinsten 
Funclionen darstellen, welche den Gleichungen (17.) genügen. 

Aus der Ableitung dieser Gleichungen folgt zunächst, dafs sie in der 


That erfüllt werden müssen, wenn man 





\wo — MI 1 u La 
(9 l 5 o4 m 
ch '(i) 
| =w 


selzi. wo die w irgend beliebige Funclionen bedeuten. Und da die Glei- 
chungen (17.) linear sind, so bleiben sie offenbar immer richtig, wenn man 
statt WU darin die Differenz WW — W® einführt. 

Nun ist es ohne Zweifel immer möglich, welches auch die wirklichen 
Werihe der W sein mögen, die Funclionen w so zu bestimmen, dafs für 
m —1 diese Differenz WÜ)— W“) verschwindet. Dann folgt aber aus den 
Gleichungen (17.) für A—=1, und für ein a, welches von 1 verschieden ist: 

s(WEO— WO) 


ON, 





+, WO WO) — 0, 


4 
i 
, 
ä 
a 



































ee re 


Br er 


Clebsch, über die zweite Variation vielfacher Integrale. 499 


d.h. es mufs WU) — W® eine lineare Function der Lösungen von (22.) 
sein. oder: 
32) WE —-WO = U Wu Le, 
wo die db, von x, unabhängige sind. 
Führen wir nunmehr diese Werthe in diejenigen Gleichungen (17.) 
ein, für welche weder a1 noch k==1. Dann erhalten wir zunächst: 





bu) | (bu? 
bi er. SE -| EEK b? u’? FE >> k > ) F Bi». e PM 7 he a ( 
s OX, eK m v or I ul Due m 
m 


Hier verschwinden aber die Coefficienten von 6° und 53 in Folge der Glei- 
chungen (30.), welche die « definiren. 
Sonach bleibt nur übrig: 


Per ob}, ob; 
il Or, 08 uk 


m 





oder, weil die Determinante der % nicht verschwinden darf: 








ob!, ob; 
Pi 
oder 
Bei de 
3) = I— 


Dies in die rechte Seite der Gleichung (32.) eingeführt, giebi der- 
selben aber die Gestalt: 




















4 4 oc) RE EN „ge ir 

OXm OKm  ? Wa 
oder auch: 

Keule Mur... cd us") — (0 us! L.c® ou? L...c®) 2 
OL m OXm OLm On 
' F i a . 
oder endlich, indem man aus den Gleichungen (30.) für die er ihre Werthe 
substituirt: 
ö | I u 
a ur) + I, (Z,c’ ur); 
m 


was ein Ausdruck von der Form der W® ist, nur dafs an die Stelle der w 
hier &,c?u‘* getreten ist. 
So sehen wir aus der Gleichung (32.), dafs wir zu dem allgemein- 


sten Ausdrucke von W gelangen, wenn wir in W statt @® den Ausdruck 
Journal für Mathematik Bd. LVI, Heft 2. 18 
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Eee ne: 
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wi) Ic u"? einsetzen. Und da dieser Ausdruck um Nichts allgemeiner ist 
als die ganz willkürliche Funetion ww’, so kann man ihn wiederum durch w® 
bezeichnen. und gelangt dann zu dem folgenden Theorem: 


Die allgemeinsten Werthe der Functionen W\), welche den Grlei- 





chungen genügen: 
r (2) r (i) 
on oW, 
N . ur r/) ] m #; rrLıı 
HD HH, 
Orr ” OX m 
wo die « durch die Gleichungen 
ou? a 
0 = - toll Lou..." u 
OH} ’ Ä | k 


” 
€ 


: ganz wellkürliche Functionen darstellen, 


n 


) 
b) 


definirt sind, und die 
... ab" un‘ 


sind: 
ug; N Mo | | k 
7 = —— — ER u a! m‘ 1) - a? un‘ E 


OL 

wo die w willkürliche Functionen bedeuten. 
$. 6. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir endlich im Stande die Aufgabe, 


welche den eigentlichen Gegenstand dieser Untersuchungen ausmacht, voll- 


ständig zu formuliren. 
Es soll die zweite Variation 

Bi; r 2, Be. 
durch theilweise Integration auf das Integral einer homogenen 


Function mit nr Argumenten W zurückgeführt werden, welche 


nun 


mit den frühern Argumenten w’ durch die Gleichungen 
uw) Law) - 


ud | 


BE 0 
| Om 





wo — £ 
au OKm 


verbunden sind; während die Coefficienten « mit Hülfe der Glei- 


Lam ur er. 





chungen 
0 — du‘ eu 
OJlm 
auf nm Functionen u zurückkommen; und während ferner die x 
nt in lineare Functionen der W übergehn. 


| 


Functionen 
( 


Wu 





en | 
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« 


Die Transformation der Function 42, ist nach dem Frühern (14.) 
durch die Gleichungen 


34) 2 = (3W))—-(0W))-+ 0(w) 
ausgedrückt, in welcher die « durch die Ausdrücke (15.) zu ersetzen sind: 


j i r r ö ud Owl) 

und in welcher endlich die Coeffieientien der — —. 
OK GE 

k s 





bereits überein- 
stimmen. 


Bezeichnen wir für den Augenblick durch & die rechte Seite von (34.). 
oWw | 














so ergeben sich zunächst die für die »» und a linearen Gleichungen 
KL 
8, 8b 
Sud Tu? 
(35.) o8, OD 
„un du 
OL OL m 


deren Coeffiecienten auf beiden Seiten übereinstimmen müssen. Aus der 


zweiten dieser Gleichungen ergeben sich nur nr Gleichungen, da die Coefh- 
ow! 





in ihnen bereits übereinstimmend gemacht sind; und aus der 
n.n-t1 
2 

von den Coefficienten der Producte w”.w? in (34.) herrühren. 


cienten der 
OKın 


ersten Gleichung ergeben sich dann noch neue Gleichungen, welche 


Jedenfalls mufs es daher genügen, wenn man die n ersten Gleichungen 
(35.) für n von einander unabhängige Werthsvsteme der = erfüllt, und sodann 
zeigt, dafs den zweiten Gleichungen noch vollständig genügt werden kann. 


Statt der ersten Gleichungen (35.) kann man sich aber auch der fol- 
senden bedienen, welche mit Hülfe der zweiten Gleichung daraus gebildet 














sind: 
(36.) aß, BB 0) 2, TRDL ARTEN ab 
uw) ee Be 3 ud wi) en Of 2 uw) 
Of Om 


In diese Gleichung führe ich nun für die ww successive die verschiedenen 
Systeme der a ein, und erhalte demnach aus (36.) nr” Gleichungen. Sehen 
wir, wie sich in Folge dessen die rechte Seite umgestaltet. 


Die Functionen % haben, in Folge der Gleichungen (13.) und (30.) 
die Eigenschaft, an Stelle der ww gesetzt, die W sämmtlich identisch ver- 
schwinden zu machen. Derjenige Theil also von &, welcher die W zu 


Argumenten hat, verschwindet dann aus (36.) vollständig, und es bleibt von 
18 * 
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Db nur O(w) übrig. Aber O(w) ist eine homogene Function, welche die 
einmalige Integration in allen ihren Theilen zuläfst; daher mufs sie die Glei- 








chungen 
am oe u 0 09 Be \ 
(37.) . (z) u... e r (7 a 
: ow On a 0 
o- 
OXm 


identisch erfüllen: und es verschwindet daher die rechte Seite von (36.) voll- 
ständig. Bezeichnet man nun durch 2} diejenige Function, in welche #2, 
übergeht. wenn darin die «0 durch die u’ ersetzt werden, so zeigt sich 


also, dafs die «"° den Gleichungen genügen müssen: 








N ( ) 0 nn O'T 
aa Oss, £ oO 082, 
{ 38.) ur x ® un was > « n B — v. 
. ou? Ch 2. 2 onu5® 
Fe 
OXrn 


Hier ist noch eine Bemerkung erforderlich. In 2, kommen die Functio- 
nen ı vor, welche, um die Gleichung (34.) zu einer identischen zu machen, 
den Ausdrücken (15.) gleich gesetzt werden mufsten. Bei den Differentiatio- 
nen in (35.), (36.), (38.) müfsten daher auch die « als Functionen der w 
aufgefafst werden. 

In der That aber verschwinden die durch eine Differentiation nach 
den ı entstehenden Theile aus den Gleichungen (38.) vollständig. Der be- 


aD 
rg! . Uw%, ’ z . 
treffende Theil von a nämlich 
ou [4 
LE, 
irre U. 
n ok, ou) ? 
002 





da nun die Ausdrücke sich zugleich als lineare Functionen der W dar- 


Ok, 
stellen sollen, so müssen dieselben offenbar verschwinden, wenn man die 
in die «°° übergehen, d.h. die W sämmtlich verschwinden läfst. Somit 
kann man also bei der Differentiation in (38.) die « als von den u ganz 
unabhängig betrachten, und nur ihnen zuletzt durch Einführung der % in (15.) 
die Werthsysteme 

Me, Mas Sn 








beilegen. 
Zugleich aber hat man die Gleichungen zu erfüllen: 
N)? 20° n09 
Cos UOws Uns 
39. ———(, —=0, —. —(, 
( oA, h oA, | OA, ’ 


welche ax an der Zahl, und also der vollständige Ausdruck dafür sind, dafs 
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h 8, .. u ‚ 
die Functionen 77 Sich als lineare Verbindungen der W, ohne Beihülfe 


der w, darstellen lassen. 


Die Gleichungen (38.), (39.) zusammen dienen nun dazu, die Functio- 
nen «°° und u, oder, wenn man will, die Functionen # und M, deren Zahl 
ebenso grofs ist, zu bestimmen; und zwar hat man n.2--n? Gleichungen 
mit ebensoviel unbekannten Gröfsen. Aber in diesen Gleichungen kommen 
die den verschiedenen Werthen von o entsprechenden Systeme der Unbekann- 
ten getrennt, und stets auf dieselbe Weise vor. Man hat daher das merk- 
würdige Resultat, welches die unmittelbare Erweiterung der von Jacobi ein- 


geführten Betrachtungen darstellt: 


Die verschiedenen Systeme der u‘) und u, sind ebensoviel verschie- 
dene Lösungen der Systeme von partiellen Differentialgleichungen: 








U O8, 

BE re 
(40.) R OLm 

EEE... 

er = aan 


welche das Integral 
"V — Ef "2, dx, dx, ... de, 


zu eenem Marimum oder Minzmum machen. 


8. 7. 

Die Lösungen der Gleichungen (40.) kann man nun leicht darstellen, 
wenn die Lösungen der Gleichungen (5.). (6.) als bekannt vorausgesetzt 
werden. 

Es seien y’, y9, ... y’, Aus Ars cs. A, die allgemeinsten Lösungen 
der Gleichungen (5.),(6.). Sei « irgend eine darin vorkommende willkür- 
liche Constante, P irgend eine darin vorkommende willkürliche Function. 
Dann erhält man offenbar neue Lösungen, wenn man die Constante @ in 
a--ca, die Function P in P--eJT übergehen läfst, wo « eine neue will- 
kürliche Constante, /7 eine neue willkürliche Function, deren Argumente mit 
denen von P übereinstimmen, und & eine sehr kleine Gröfse bedeutet. Durch 
diese Operation gehen nun, wenn man nach Potenzen von & entwickelt, die y 
über in y--eu-- +“, die A in A+zu--«-, und man hat die Gleichungen: 
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m y® EG) 
ur) — (0 II Ser 
(al) \ ca 7 oP /’° 
| OAr, OA, . 
u, = Da — +1 —,-): 
( u 04 | oP /’ 


wo die Summen über alle in den y“”, 4, enthaltenen willkürlichen Constanten und 
Functionen auszudehnen sind. Zugleich aber geht (2 über in 


21:0 a &.O ee; 


i 


wo nur in den Funclionen £2,, £2, jetzt die « an Stelle der w gelreten sind. 


> 


Nun ist offenbar 









































earth...) A HRLERLEL,...) 
or en ud . 
ae +Ee+EL, er #: ea tee tet, ) 
OO — OÖ 
OL m OLn 
5 ] 2 
o2+:2+EL,...) en. 1 Rt +EPR,...) 
Oh, € ou, 
Und hieraus folgt sogleich: 
8 _ 082, 
HT ud 
a8, O8, 
ME 7 u) 
U —— 
OH m OXm 
AO 0 
Mei — Ows, 
OA, ou, 


Und da nun die Gleichungen (5.), (6.), indem man darin 22.2, 4+2.0,... 
wie es geslattet ist, an die Stelle 


die Gleichungen geben: 

















4 
ei 








9 


von £2 treten läfst, als Coefficienten von : 


u 
oy) m O8. oyl) 
OÖLm 
‚() 
ww. ea, 
rl 
h 


so sieht man mit Hülfe der obigen Gleichungen, dafs die hier eingeführten « 
und « nichts anderes darstellen, als die allgemeinen Lösungen der Gleichun- 


gen (40.). Die verschiedenen Systeme der u%°, u) müssen sich also aus 
MR 


den Gleichungen (41.) gewinnen lassen, indem man nur den « und I 
verschiedene Werthsysteme beilegt; d. h. es mufs sein: 
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us? zemes (a E 1 IT’ -—, 

(42.) % 2. 
. 23 7 

=) 

ca i oP ’ 


wodurch diese Gröfsen vollständig auf Bekanntes zurückgeführt sind. 


\ 





us E(o" 


S. 8. 

Es bleibt jetzt nur noch die Bestimmung der Function © übrig. und 
diese erfolgt mit Hülfe der zweiten Gleichung (35.) 

Erinnern wir uns, dafs jede der Gleichungen, welche dieselbe darstellt, 
nur auf 2 Gleichungen führen kann, indem man die Coefficienten der ıw auf 
beiden Seiten einander gleich selzt, so genügt es offenbar, um diese Gleichung 
zu einer idenlischen zu machen. wenn man sie für » verschiedene den w 
beigelegte, unabhängige Werthsysteme erfüll. Diese Werthsysteme seien 
wiederum die der «. Dann verschwinden in der Function & wieder sämmt- 
liche von den W abhängige Glieder, und die zweite Gleichung (35.) geht 
in die folgende über: 











13 087 ef 09’ 
(23.) „ou OubT 
oO 6 
OXm OXm 


Gehen wir nun auf die Beschaffenheit der Function © genauer ein. 
In der Gleichung (12.) stellte sich O(1w) dar durch den Ausdruck 


Se. ' 


1. — ii. 0 








or, | OX, ’ OX; . 


[3 . [ IWw 
wo die D, homogene Functionen zweiter Ordnung der w und % waren, 
dr 


doch so, dafs die letztern nur auf lineare Weise darin vorkamen, und .dafs 








i a. He) — 
aufserdem der Coefficient von ww - Fr BD, dem Coefficienten von 
(G) ow) . ‘ ns i 
ni B, gleich und entgegengeselzt war. Man kann also allgemein 
k \ 
selzen: 
(44) B, = 36" w®d w® 1 ,T, ,a u" au” 
. Ben a Du ° DE ART ER kW Or 
wo die Coelfficienten 5, a den Bedigungen unterliegen: 
a4 OL UCRDERR ° ERBE * ERRERR V 
wi en ee 
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Die Anzahl der zu bestimmenden Gröfsen ist dann 


\ n.n—1i r.r—i 
2 2 ’ 





und da (43.) nur n°.r Gleichungen liefert, so wird die Aufgabe scheinbar 
unbestimmt. Es lälst sich indefs zeigen, dafs es genügt, eine einzige Lösung 
zu kennen, und dafs für den vorliegenden Zweck alle Lösungen dasselbe 
Resultat liefern. 

Wenn man in © die Werthe aus (44.) einführt, so erhält man die 
folgende Gleichung: 


ob’: h 
(45.) 0 = 2,2,2, — u)" 
0X 


ou) u 


N 
k,s OX, oXx 





und hierdurch geht die Gleichung (43.) über in: 


70° a 


Auf,o 


ou‘ z Is 


Pr [8 “u, EZ > R.o hit | S, OU, m 1. 6 — ht 
(46.) age: Sr = ,U° ab; . 22 = 4° 
ko . i h 5 s,m Oo 
3 Kr 3 


OSn 
Multiplieiren wir diese Gleichung mit «°* und nehmen dann die Summe nach 
ı, so kommt demnach: 


0827 


„ oub° 


O7 
OXm 

da" 

OL 

m. 

\ at? 1,0 ou ci 

+22, 2,0, u i Or: ’ 
jezeichnen wir endlich durch (oe, 0), die Ausdrücke: 


82° 


une 


mr 1,0  Ih,i al. sıf,0 
;ÜU —, b" u ” u 


(47) (0,0). = 18, [w* 


so kommt: 


(48) (9,0), = Z,&; ur ur (2,2% 


n 
’ en . ’ q 
+2,3,2,0 (wie 


s,m 
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eine Gleichung, aus welcher die Functionen 5 ganz verschwunden sind. Be- 


n.n—1 
merken wir, dafs (48.) ——r Gleichungen darstellt, und denken wir uns 


2 
i a . ' n.n+1 RAN 
die « bestimmt, so bleiben also aus dem System (46.) noch >—r Glei- 





chungen übrig, welche zur Bestimmung der 5 vollständig ausreichen. Um 
diese Bestimmung in symmetrischer Weise auszuführen, kann man nun. den 
Ausdrücken (47.) parallel, die Bezeichnungen einführen: 











J. DD. 65. ° == PR u’ rn were u” ——— ” 
( ) l& 3 % z ri ou! | ” ou? / 
Gr OO 
Om OL m 
woraus sich dann ergiebt: 

n h.o A 1. 
rE 2 I’ L.2 a .O a | ne Er v 1.7 .D ou .OU 
(50) 2,3; Wu — [0,0]. + 2,3; 2, ai, (ui eg — uf _ ) 

2 's OXs 


Wenden wir uns aber zur genaueren Betrachtung der Gleichungen (48.). 


6. 9. 
Bei der Transformation der Function 2, kommt es allein auf denjenigen 
Theil an, welcher in der reducirten Form unter dem rfachen Integrale stehen 
bleibt. Dieser Theil ist aber 


EWY)- LAW). 
und zwar ist, der jetzt eingeführten Bezeichnung zufolge: 


651) (0W) = 32,2,2,. Wi W". 


h) 


Die vorliegende Aufgabe hat aber darauf geführt, dafs die « nicht voll- 
ständig bestimmt erscheinen, sondern eine unendliche Anzahl von Werth- 
systeımen zulassen. Ich will nun zeigen, dafs die verschiedenen Ausdrücke, 
welchen (O9(W)) in Folge dessen gleich werden kann, sich nur um 
Functionen unterscheiden können, welche die einmalige Integration in 
allen ihren T'heilen zulassen, welche also für den gegenwärtigen Zaveck 
vollkommen aus der Betrachtung verschwinden. 


Bezeichnen wir durch e die Differenz zweier entsprechenden, verschie- 
denen solchen Systemen angehörigen @, und durch F7 die Differenz der da- 
durch entstehenden Funclionen (9(W)). Ich will beweisen, dafs #/ immer 
die einmalige Integration in allen seinen Theilen gestattet. 
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Aus der Gleichung (48.) folgt dann: 











Zu C, ‘ = R z ] £ ou 9 ow . 
(2) 9= 23,2, u" u*r( 2; -)- 2, 2;,2,05, (us ZH u — j 
 OLk/ rt eT OK or, / 
während aus (51.) zugleich hervorgeht 
(53.) Me Ei 2 2 ww“. 
i n. ’ - ’ wr N L° a # 
Damit 77 die einmalige Integration zulasse. ist es nöthig und hinreichend, dafs 
y « q 
es dıe (sleicl neen 
a cH re cH 
54) — =>, er 
CU C ow“w? 
OO 
OA m 
erfülle. Diese Gleichunsen sind aber. wie man leicht zeist. keine andern 


Ji au> (A. 


. I .° 1 oo. i f ER » ML.» a 
als die Gleichuneen (52.). wor das Behauptete erhellt. In der That. wenn 


3 


, . 


PB y. vJ Bo \ = , z® . e. Bi . r. . y RR. L,.oinhti, e 
wır die Wleichune (D 1.) Diiden,. 50 efüuällen WII zunächst. mit Berücksichtigung 


der Werthe der 14 





IN 


we _ der ET 3. 
“2 x = 5 . “ PR 5 “ “ 5” € a De 
or, nm OLn 


_ ' hinzu dı | vr Ich A di " Ww 
t(.J} LlIlZU. durch Wweicdae I€ 

x » “ y . y _ 5 . . . q 1 . ht D I’ 2 RN 2. — Be - ER y e 
delhnirti Sınd. 5 zeiei Sıcı jielcäti. indem man ımmer Gle Gleichung 


=— —cC = —C == 6 


] rn) I-; Int In Ar tn Y]7 | “.) I fi s 14 un inıla line . Yu a 22 fr lomni 
bemerki. dalis das zweıle UWileü aul der rechlen »>Meile dieselI Gieichung uurch 


} . . Lann , 1 Inf ’ \ ang “nohoenn -i ırah n . 
elzi werden kann. und dais also jene (sielchung uberzeni IN: 


cr 
ir. 
7 





06? 
ri - r ' _ i r ” -. 7 r. = mu “ L 49 
0—= 35H '2.- — 2,2, a DZ, ca} 
in i u. .w0. 


oder dafs endlich. da die in den FF’ enthaltenen ww ganz beliebig sollen blei- 


ben können. die Gleichungen erfüllt sein müssen: 


() — = rn — | >> € „“ Ü, BE ce E . 


Statt der n’.r verschiedenen Gleichungen, welche diese Gleichung darstellt. 


Lt 


kann man jedoch auch diejenigen n‘.r wählen, welche aus ihr hervorgehen, 
wenn man sie mit u”*.2%° multiplieirt. und nach 4 und » summirt. Dann 
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kommt aber: 





in p.h 
oe B oc, ] 
0 = 3,3,8, um u 
_ oXr, 


na m ‚ I u) mn Daun I a, D.? = In: ' 
— 3,3 |, er (or ur)u 2, (ZI, u) ur 
2 I N ' N,S \ i [2 


oder, mit Hülfe der Gleichungen (30.): 


n ph x . > . 
u re O u Po 419 | < x o „ih ho ou , < Ds „ou ' 
0 —= <=) <mz_ UTUr ar) lt U re UN ——L. 
I OH, s N4.9 O8, ‘ N,9 CH, 


eine Gleichung, welche durch eine veränderte Bezeichnung der Indices un- 
mittelbar in (52.) übergeht. Die angedeutete Eigenschaft der Function H 
ist also nachgewiesen, und zugleich, dafs man nur eine einzige unter den un- 


endlich vielen möglichen Functionen © aufzusuchen nölhig hat. 


$. 10. 
Um nun endlich die Bestimmung der « wirklich auszuführen. kann 


man den Gleichungen (48.) die Gestalt geben: 








f \ ze. Er RR 
\®; Ö )m — dr, u u’ da, }s 
. 
oder wenn man 
= L —/ h. 2 hi 
(55. 2 tert) 
k.m ” k,m’ 
setzt: 
nn 0,0 ).0,0 r 0.0 
0% 2 02° 
r l,m ı 2.m | r.m 
r [ 7\ uhren ’ Be We ’ ar h) 
56. (0 0 —— rn rn ... . 
( ) \YJ /m or ) Or, | Or; 


Die Functionen x haben dann mit den a die Eigenschaft 


1 0.0 0.0 0,0 Zn 0,0 
57.) 200 — gu — — 200 — 
( ’ “km “m,k k,m m.k 


gemeinsam, und die 2 bestimmen sich aus ihnen sehr leicht mittelst linearer 
Gleichungen. 
Die Gleichung (56.) steht mit einer wichtigen Eigenschaft der Functio- 


nen (0,0), in Zusammenhang. Differentiiren wir nämlich diese Gleichung nach 
x,„ und nehmen nach »r die Summe, so erhalten wir: 


r °(9,0), , (80), | (0), __ 
Kun oX, ı da, er ai v. 





Dies ist in der That eine Fundamentalgleichung für die Functionen (e, 0)... 
19 s 
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Sie soll direct aus den Gleichungen abgeleitet werden, welchen die 
nügen. Zu diesem Zweck braucht man nur die Gleichungen 














0° ) 09 
0», o C O.e, 
r pe —— un \ D D 
ou»® "On 00 
u 
OXm 
210? “ 0? 
u u 1 a a C C ee ! 
ou's? "On A OWR 





respective mit a” und — u°” multiplicirt, zu addiren und die Summe nach 2 
zu bilden. Dann kommt: 











. 007 . OS! 
> 7 ® —— — u) 
ou’ ou? 
- N ()°® r) 20? 
.  % u m C ER .. ur? C c En 
nz A ey + E u 9 2 442,8 p) 
Om - OU On - OWR 
‘En. oO J 
OXm OKLm 


und wenn man nun auf beiden Seiten den Ausdruck 











es f N O® 1.0 n )o 
u far DOM, ou 082% 
A £|[— r er 4 es r 
ı 7 OL, E ou‘ ÖLm N ou? 
# : 
OA m 0X m 


hinzufügt, so erhält man auf der linken Seite nach bekannten Eigenschaften 


der homogenen Functionen zweiter Ordnung, und mit Rücksicht darauf, dafs 


NO 
UÜ»%s, v . . r . . . . . 
—— verschwindet, identisch Null; während zugleich die rechte Seite die zu 


oO, 


beweisende Gleichung 


0 (0, 0), 0 (0, 0), 


Yyp ) pr | pp 
or, OX, OXr 





0 erzenner 


ergiebt. 


Diese Gleichung läfst sich so aussprechen, dafs die Kunctionen 


(0; 0): ’ (9 O)as An (9 0), 
sich stets als Unterdeterminanten ein und derselben F'unctionuldeterminante 
darstellen lassen, und dies giebt zu einer merkwürdigen Darstellung der 
Functionen z Veranlassung. Denken wir uns die Functionen dieser De- 


/erminante gefunden, d. h. die partielle Differentialgleichung 








2 097 ’ 099: op? 
( ER | N \ ö 
(59.) 0 = (0, 0, —— -+(0, 0) - ..:.(0, 0), —— . 
‚s Er or, | (< Em OX, (€ Bui; Ox, ° 
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deren Multiplicator Eins ist, vollständig integrirt, und bezeichnen wir 
die Lösungen derselben durch 


ul EEE 
und die aus ihnen gebildeten partiellen Functionaldeterminanten, welche 
den Functionen (0, 0) gleich werden, durch 4%, B2, ... I, so erhält 


man Lösungen der Gleichungen (56.), wenn man setzt: 











(60) zf0, — ger (Zr \" — gef 
h ‚m j 0 p — f i 3 op ! 
7 C 
ade Km 


Denn hieraus folgt, nach bekannten Eigenschaften der Functionaldeterminanten: 


r Is Ö 
100 0; r 0,0 


N 


‚m “I m <— ’p 0. E $ 0 ne 4° 
7 ae ae , 
u 


Ei A n 
OL, OR, 3 op 
OX,, 

















oder gleich (0, 6)„., was zu beweisen war. 


Während sich aber hier die Functionen $ aus den zweiten Differential- 
quotienten einer Functionaldeterminante zusammensetzen, deren conslituirende 
Elemente man im Allgemeinen nicht als bekannt voraussetzen darf, so giebt es 
einen andern Weg, welcher zur unmittelbaren Darstellung gewisser Lösun- 
sen von (96.) führt. Man kann nämlich setzen: 

(61.) 2 = = /@ 0), dx, — fee, O,dant; 
denn differentiirt man nun nach x, und summirt, so kommt, mit Rücksicht auf 
die Gleichung (58.): 
029° 


= 7 !h,m 


Zu _ 


\ 
} 


/m? 





ee 0.0 
a ı 
OX, s 


wie es sein sollte. 


Die Gleichung (61.) enthält also die Lösung des vorliegenden Pro- 
blems. Ich weise hierbei auf die merkwürdige Thatsache hin, dafs sich aus 
dem ganzen Verlauf der Untersuchung keine Bedingung über die spectelle 
Beschajfenheit der Lösungen u’ des Systems (40.) ergeben hat. Solche 
Bedingungen treten bekanntlich ein, sobald nur eöne unabhängige Variable 
vorhanden ist; und zwar ist die Bedingung die, dafs die constanten Werthe, 
welche die Funclionen (0, 0) dann annehmen, sämmtlich der Null gleich seien. 
Eine solche Bedingung tritt also in keinem anderen Falle wieder auf. In der 
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That führte die zweite Gleichung (35.) auf n’r Gleichungen mit 





n.n—1i r.r—9 
2 2 
Man hat also, wenn r—=3 ist. ebensoviel zu bestimmende Functionen als 





unbestimmien Funelionen. Die Differenz beider Zahlen ist 


Gleichungen vorhanden sind, und wenn # >83, sogar mehr. Für r—=1 und 


nl nn N 
"—?2 sind aber 5>— Gleichungen mehr vorhanden als Funetionen; und 


m 7 


. ..; a nn. 3 . n.n—1 
wirklich führt dann (56.) auf die —— 


5 Bedingungsgleichungen: 


f .\ 
0,0) = 0. 
\N. / 


5; ' re n.n—1 ; . 
Für r=—=2 aber sind diese —— Bedingungen keine andern als die Glei- 


chungen (58.). welche identisch erfüllt werden. Ja, dieser Umstand verringert 


n.n—i i 
5>—. so dafs bereits 


- 





auch für r—3 etc. die Anzahl der Gleichungen um 


für r = die Aufgabe wahrhaft unbestimmt wird. Und so zeigt es sich, 
dafs #—=2 den einzigen Fall angiebt, in welchem die Aufgabe bestimmt ist, 


ohne auf Bedingungen für die « zu führen. Und in diesem Falle ist 


/ß. ondr, —/(e, 0), dx, ' 


% _ /«e; 9), de, — (9, 0), dır,), 
« 


wo nunmehr unter dem Integralzeichen ein vollständiges Differential steht. 


. 
5 
| 
DE md 


oder auch: 


g. 11. 


Das Resultat der vorstehenden Entwicklungen läfst sich nun in dem 
foleenden Theorem zusammenfassen: 

Es seien u, u’, ... u" Systeme von Functionen, welche aus den 

Lösungen der Gleichungen (5.), (6.) so zusammengesetzt sind, dafs 


4 ) 1,0 x ,0 Oo) | > /J° ay®) 
2, au “ u — [04 u — a 1 Ps 
( ) oa \ oP 





’ 


r 


; 1 : A ‚ \ . oU | i 
U bezeichne ihre Determinante, U‘ sei gleich Zus dann reducırt 
sich das Integral 


/ 2xw)de, dB; 
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durch iheilweise Integration auf 


STRRWY-(OW ))dr,da,...dr,, 


wo die Argumente W\ die Form haben: 


’w AYyı r . ww) n 2 ( Auf: oO U?T,o 
(13. 30.) w. ——— dies PB mw? F — " 
Or, OR, { 





oder, wo dieselben an einander gebunden sind durch die Gleichungen: 





nn (1) - r N) z 
oO 1 m Ss u ouf;o ns z. OÖ .W (h) 0 n N vn un ou» Ö U I,O ww \ 
Pi Sun 7° ul eh ST re ‚u 
4 or, OR, 04 
’ ın m 


und wo der at ur mit welchem W".WV in (O9(W)) 


multiplieirt ist, die Gestalt hat: 


'h,o U: 1) » 
hi ri EA < <> { ’ . >, f [ 
a, a 0 rÜU? Br \0; Ö)m dx, he ‚9; Ö) „de m ) 
RB > | 0, 0), dx, — /e 0), de, .) 
UT Suse dur \ er dt 


Zwgleich gehen dann die Gleichungen 
Br u un, eh 














| 


in lineare Bedingungsgleichungen zwischen den W) über. 


Die Form dieser leizien, so wie der durch theilweise Integralion abgeson- 
p) oO > 
derten Integrale niederer Ordnung, ist nach dem Obigen leicht anzugeben. 
o- D , oO 2 

Ich knüpfe hieran nur noch eine Bemerkung, welche die allgemeinere 
Aufgabe trifft, bei welcher unter dem Integralzeichen auch höhere Dilferential- 
quotienten eingehen. Man kann dann die niederen Dilferentialquotienten sämmt- 
lich als neue abhängige Variable einführen, und durch hinzugefügte Bedin- 

OD , ke) oO 

gsungsgleichungen die Nalur derselben definiren. Bemerken wir aber, dafs in 
dem eben ausgesprochenen Theorem W“) die Form hat: 











ud aus! out? Ou'” 
Or, X, ox = a 277 
ww ut! u a 
’ RN 
U.W = vwd ud A 5. 





ww) um u" u” 








Entspricht nun nicht =“ einem der höchsten unter den Differentialquotienten, 





148 Clebsch, über die zweite Variation vielfacher Integrale. 


welche als Variable neu eingeführt sind, so wird es immer unter den Reihen 














m \ ul! u, AR uf” 
eine solche geben, welche der Reihe 

um Au ui? out’ 

nee 7 Pen Zee 7 Zn Zu 7" 


genau gleich ist. Es wird also W“) dann immer verschwinden, und somit 
erhält man das folgende Theorem: 
Ein Integral, welches beliebig hohe Differentialguotienten der ab- 
hängigen Variabeln enthält, zeigt nach Anwendung der vorliegenden 
Transformation unter dem Integralzeichen eine homogene Function 
sweiter Ordnung, deren Argumente den respective höchsten Diffe- 
renbalguotienten der abhängigen Variabeln entsprechen. 
Steigen also die Dillerentialquotienten. respective auf den p,ten, p.ten, ... ?,ten 
Grad, so ist die Anzahl der Argumente in der redueirten Function zweiter 


Ordnune: 





Berlin. den 12. Juni 1858. 




















Untersuchungen über die Differentialgleiehung der 


hypergeometrischen Reihe *). 


(Aus den hinterlassenen Papieren von ©. @. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn E. Heine.) 


5.3, 
E i ’ R i i 
s ist seit Kuler bekannt. dafs das bestimmte Integral 


| 
Yy — / du, 


UV 
in welchem 


V= un'1— ur i1— zu) 


geselzt ist, der Differentialgleichung 


1) 2zU-Dy" +4 (e+ B+NDDIy'—epy = 0 


1 





genügl. Um dies nach dem Vorgange Kulers (Institutiones calc. integr. 
Vol. II, Sect. I, Cap. X, Problema 130) zu beweisen, hat man nur nöthig, in 
die linke Seite von (1.) für y das unbestimmte Integral /V au zu setzen, 


Sa dy d’y 
durch Differentiation unter dem Integrale y’ und y”, d.h. I und zu, zu 
” > UX ar 





bilden, und endlich zu reduciren. Dann erhält man auf der rechten Seite zu- 





*) Die Abhandlung, die ich hier mittheile, verdankt ihre Entstehung einer Hand- 
schrift Jacobis, welche aus einer ziemlich frühen Zeit seines Lebens zu stammen scheint. 
Nachdem er aus dem reichen Inhalt derselben den Stoff eines Theils der Abhandlung: 
Formula transformationis integralium definitorum (Bd. 15 dieses Journals), sowie der Ab- 
handlung: Ueber die Entwicklung des Ausdrucks etc. (Bd. 26 dieses Journals oder, Journal 
de M. Liowville annce 1845 p.229) entnommen hatte, blieb ein noch unbenutzier Theil 
der Handschrift übrig, welcher die Kugelfunctionen betraf. Die in demselben enthaltenen 
Untersuchungen wurden von Jacobi im Jahre 1843, indem er sie einer neuen Bearbei- 
tung unterwarl, auf die allgemeine hypergeometrische Reihe ausgedehnt, und ich übernahm 
es während meiner damaligen Studienzeit, die in solcher Art verallgemeinerten und zu 
späterer Veröffentlichung bestimmten Ergebnisse zu einem Aufsatz zusammenzustellen, 
dessen Herausgabe jetzt in seiner dem Wesen nach unveränderten Form erfolgt, nach- 
dem eine von ‚Jaeob's Hand beabsichtigte Umgestaltung durch seinen Tod vereitelt wor- 
den ist. H. 


Journal für Mathematik Bd. LVI, Heit 2 20) 











150 ©. G. J. Jacobi, zur hypergeomelrischen Reihe. 


nächst nicht O0, sondern den Ausdruck *) 


Fe ET ull—u) z- 
— eu’ (1 — u)! (1— zu) 2—1 ie a ——V. 
— ru 


Da derselbe für «—=0 und u=1 verschwindet, natürlich $ und 7— positiv 





“ 
gedacht. so wird das bestimmte Integral yaf Vdx, wenn es einen Sinn 
) 


hat, (1.) integriren. 
Es ist früher nicht beachtet worden, dafs der erwähnte Ausdruck auch 


für v= tw verschwindet, wenn „—a—1 negaliv ist, so dafs alsdann 
aufser den Grenzen O und 1, auch die Grenzen OÖ und — x, 1 und & In- 


tegrale von (1.) verschaffen. Mit Hinzuziehung hiervon hat man das Resultat: 


m. ER H j 
Es genüg!l yf V du der Gleichung (1.), wenn g und A zwei von 


en 


ufl— u) s; 


hı 
—(0 ist; vorausoe- 
(1—.rı) |. ı ausge 


den Werthen O, 1. + bezeichnen. und | 
setzt dafs das Integral eine Bedeutung hat. Wir bedienen uns der bekannten 
Bezeichnung, nach der |j(w)]" die Differenz f(A)—f(g) vorstellt. 

Mit Rücksicht auf die Zusammensetzung des Ausdrucks V lag es nahe, 
zu den soeben betrachteten Werihen der Grenzen des Integrals Vu, von 


denen die beiden ersten die Gröfsen « und 1—u gleich Null machen, den 


Werth . hinzuzufügen. für welchen 1— xw verschwindet. Indem zunächst 


. - Fr r Br x 
in die linke Seite von (1.) y — / Ydu geselzt wurde, wo & eine Con- 


« 





a) 


stante bedeulet, ergab sich nach gehöriger Reduclion: 


—(v— PD — | & | 1 _— &)" a pı- ’(z BE e)rP-! 


\/ 
4 ag" \ l nn gg, (1 Pen > Ya 
und hieraus wurde für &= 1 geschlossen, dafs auch 


*) Dies kann man auch mit Euler so ausdrücken, dals der vollständige nach « ge- 
nommene Differentialquolient 
a reli—W) — 
—ı v 


N} 
E \ 
du \1— ru 





unter der Form 
d’V | IV . 
} RE BEE 


di” dx 





darstellbar ist, wo A, B, © die von « unabhängigen in Gleichung (1.) vorkommenden 
Gröfsen z(i— x), —(ea+P+1)x, —aß sind. 
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‘ 22 


y Vdu 


= 


.. 


der Gleichung (1.) genügt. wenn 

«(li — u) 

(1— ru) 
für = g verschwindet, und 1— « positiv ist; dafs das Integral einen Werth 
haben mufs, ist vorausgeselzt. 

Man hat demnach sechs. als bestimmte Integrale auftretende und. wie 
leicht zu zeigen ist, verschiedene Lösungen der Gleichung (1.) (d. h. solche. 
von denen nicht zwei einen constanten Quotienien haben). Indem wir uns 
hier, wie auch im Folgenden, x immer posiliv denken, auf welchen Fall der 
eines negativen x leicht zurückzuführen ist, stellen wir diese Lösungen mit 
Hinzufügung der Bedingungen. unter denen sie der Gleichung (1.) genügen, 


zusammen: 








"3 
1) wenn P und 7—P positiv ist: y — / Vdu, 
“ 
sie B - a+l—y - - Yy — / ‚du, 
3) - v—-ßP  - a+l-y - 1 / Vdu, 
Fr 
= 
4) wn P zZ 1 BE u Pa Y u / ! du, 
9) - a+1—y - 1— «a - - y = Vdu, 
= 
1 
x ’ 
6) Min v—PD = 1 0 - - y= Vdu. 


Um die Bedeutung dieser Integrale besser zu übersehen, kann man 
sie durch hypergeometrische Reihen ausdrücken. Man weils nämlich, dafs 


1 2 \ * y 
/ u 1 — wu)" (1— au)’du, abgesehen von einem conslanten Factor, der hyper- 


L) 


seometrischen Reihe gleich ist, welche nach @aufs mit K(—rv, 4-1, 4-+u--2, a) 
bezeichnet wird. Ferner übersieht man leicht, dafs sich die Grenzen der sechs 
Integrale durch geeignete Substitutionen in O und 1 verwandeln lassen, ohne 


dafs die Function unter dem Integrale ihre Form u’ (1— u)’ (1— bu) du ver- 
20 * 
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liert. Ich stelle die sechs in hypergeometrische Reihen ausgedrückten Lösun- 
sen. auf die man so nach einander kommt, mit den Substitutionen zusammen, 


welche angewandt wurden: 





1) Fi,ß,y; €), Substitution a = 

) ——au F' | 1 27 /D 1 . z—l 

2) ı a Ti year p ri a - u= 

3) «= F(a,a41—y,a+1—ß,- 

3) X (,arli—»aeri—-P,—) u u 

2) zF(B,8+1—y,ß+1-o, - — 
) X PP TI PT u ’ hs wa 

” nu ; 2 | As n As y Ars — 

5) 2 ’F(a+1—y,P+1—- 9,2? —Y 8), - u — 


» PORT vu . We ONE BR. ; B or 
6) cr i—e) F(y—a1—a,y+1—a—ß, - ); 





Substitution u —= 


\ 











tiv 


Zu jeder dieser Lösungen findet man drei gleiche, nur der Form nach 
verschiedene, wenn man, nachdem die Grenzen der Integrale bereits durch 
obige Substitutionen auf O0 und 1 gebracht sind, noch drei neue Substitutionen 
anwendet, welche die Grenzen ungeändert lassen, nämlich die folgenden: 





u—1—v; u= - : 
u j  Amrtvre’? Amer 
Durch diese geht Vdu resp. in 
/ | ER ey” er PA / 1 ze DR P —1 1 PR LU de 
\ \ E I 





a A £ B u di 
da) op) de, 
(1— 2) For — vl vr) do 


Ne .. Nr z 1) alc 2 Y Ay » 
über; sie führen also von F'(«, ,y, x) auf 


(1— 2)” F(o, By: 4) 


E 


{ p\—P Y Ay A| A 
(1— x) PF(y—a,ß, ren 





Ad— SIT PFY—,y— By 8). 


. 


Stellen wir nun die in hypergeomeltrische Reihen übertragenen Integrale zu- 
sammen, so haben wir sechs Klassen, von denen jede vier gleichbedeutende 


Lösungen enthält: 








1) 





Ra 
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Classe 1. 
F'(«, P [5 Y;t )s 


2) 1—r) rePEy—a,y— By ©) 


3) 
4) 


1) 
2) 


3) 
4) x 


1) 
2) 
3) 
4) 


1) 
2) 


3) 


4) 


1) 
2) 
3) 


4) 


4-2 Flay—Br 2): 
a—a)?F(B, y.Y7z —) 


Classe II. 
—1 
g (0, a11—y,04P+ 1—-y, ——), 


| nn 
= F(ß, P-+ 1—Y,0-41 3 141—y,- 


F(e, ß,a+ß +41—y1—-%) 
2" F(a+1— 7; P- -1—7 a+ß+1—y,1— 8). 


Classe III. 
ar 
ran) 





1 
ar 1 — a F( — B,y—P, a +1—P; —) D 
1 
(1 un 2)“ F(e, Y u ß, & +1 —Pß, —): 
1 x 
ad Flo H-71-B,c+H-8,z) 


Classe IV. 
BP NE RIRER. 
27 F(B, B- 1—Y; | u = - 


Ä 1 
zer 1 — ey F(1 —1,y—,ß+1— 0, —) . 
| | 1 
A—a)PF(B, Y _— üb P +1— G, ——): 
1 
2 daR H—71—0,ß+1— a, —): 


Classe V. 


27 F(a+1—y,P-+1—-9?2—79 8) 
a7 1 — ar Fi1— a, 1—P,2—Y, 7), 


a7 1— Er F(« +1—7, 1—P, Be ER ı x =): 


Rn 
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Classe VI. 





vr 1 x —1 
Dir HG -ni-a Ha), 
a P—Y(1 p\ya—p F ’v fe} a Im 1 A) z—1 
,), zTI— 2) | yon BD, P,y+ re 2 Da" . 
3) d-— ae) EFy—-ay— PB, y+1—e—P,1—ır), 

ı) 271-2) F(l—a, 1—P +-1— a — P,1—r). 


Diese 24 Reihen sind dieselben, welche Kummer im $. S seiner Arbeit 
über die hypergeometrische Reihe im 15'" Bande dieses Journals aufgeführt 
hat. über deren Bedeutung man an jener Stelle das Nähere findet. Die hier 
vorliegende Untersuchung giebt also das neue Resultat, dafs die bestimmten 
Integrale. die jenen Reihen gleich sind, sämmtlich durch Integration desselben 


e | 1 
\usdrucks zwischen zweien der Grenzen O0, 1. +x, — erhalten werden. 


S. 3. 
Eine ganz andere Art von Beziehungen zwischen Integralen der 
Gleichung (1.) erhält man durch Verallgemeinerung der Untersuchungen, 
welche @aufs in seiner Arbeit über mechanische Quadraturen führt. Es tritt 


dort (art.S) eine Function T vom n --1'" Grade auf, deren Zusammenhang 


T de 
mil fi ae Anlafs zur Auffindung des folgenden Satzes gab: 
. d 


Ist y=/f(x) ein Integral der NEUE (1.). so wird: 


2) 2=f FH —Trwdı = 2 W.ftdi 


= 





ein Integral der nn 


(3.) e(1—2)2"—-(o-H1 


wenn sowohl g als A einen der Werthe O, 1, + hat, und 


A nd 52 2) 


ist. Man kann auch A=x setzen; alsdann mufs aber der Ausdruck 








(20o+1—a— Pr) 2 — (e—e)(E—P)z—0, 





der Parenthese für ?=g verschwinden, und 1—. posiliv sein. 
Um diesen Salz zu beweisen, kann man davon ausgehen, dafs f(?) 
der Differentialgleichung 


A—HFO+G—le+ DOOF = "Pf 
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genügt, welche mit #7'(1— 2)“*””7 multiplieirt, die Form annimmt 


R a+R- dr il—t)trr Tl) 
[at '1— ft) = — 2 EI 





Dies in das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (2.) eingesetzt gieb! 
nach einer theilweisen Integralion: 


BERnE 1-yft( Rh _ hfy E .t\er/Hl (t 
aßz —= Palme rer E of ( f u 
v2) .- (t— .x)et 


oO 
De} 





und nach einer zweiten theilweisen Integration: 


al == - [£ 1—D)W (f' ()- gi N) ]- Sc .W)f dt. 


« 


Wendet man nun die in der Anmerkung Pr $. 1 gegebene Transformation 








1 Tv y 
an, nach welcher, wenn = —-, “V —)V gesetzt wird, 
d rtiä—t) 
-04.(- 2 W) 
dt\N t—ıx 
FW a. dW Du, 
= 21- Zar t+@H-7—- +1 — A) ee —e— DM 


ist. so findet man den oben aufgestellten Satz. 


Das in demselben enthaltene Ergebnifs läfst sich in eine andere Form 
bringen, wei zwar durch Vergleichung der beiden Lösungen Fe, 5,7, %) und 
297 1 a) FO i— a, 1— P,2—y, x) der Gleichung (1.), welche in den 
Ausdrücken 1) der I" Classe und 2) der V'" Classe gegeben sind. Da näm- 
lich F(1— «@a,1— 5,2 —y,x) eine Lösung { von 


(1.a) z2(1—2)0"4(2 —Y +8 — a — P)r)E — (1 ec) 1—P)=V 


ist, so läfst sich das Resultat jener Vergleichung in der Art aussprechen. dals 
eine Lösung { von (1.4) multiplieirt mit ='"7(1— x)” eine Lösung von 
(1.) giebt. Lälst man an die Stelle von (1.«) die Gleichung (3.) treten, in- 
dem man «, 9, y um 1—o vermehrt, so folgt mit Hülfe des obigen Satzes 
unmittelbar, dafs 


i \ ’ 77 y i — tT\e+/ : 
(4.) D — 27 (1 ref ! un 


[04 
> 


eine Lösung derjenigen Gleichung wird, in welche gleichzeitig (1.) übergeht. 
d.h. von 


5.) z(1-2)Z" 461-0 —(@+P4+3 20) 2) 2’ —(e +10) BH1-Q)Z == 0. 
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Setzt man hier ins Besondere o—1, so wird (5.) mit (1.) identisch, 
und man erhält aus einem Integrale f(x) der Gleichung (1.) ein zweites: 


he (1 —t)e+P-y 
fit) dt. 


(6.) zii are | 


[#) 
> 





Be 


S. 3. 


Die letzte Formel giebt ein besonders interessantes Resultat. wenn 
/(t) eine endliche Reihe, also eine solche hypergeometrische Reihe ist, deren 
erstes oder zweites Element eine negative ganze Zahl —n wird. Ueber die 
Eigenschaften solcher endlichen Reihen soll in diesem und den folgenden 
Paragraphen bis $. 6 einschliefslich gehandelt werden. 

Differentiirt man die Gleichung (1.) 


2(1—r)y"—-(y—(o R B-N)z)y—ePpy aa 0 


8 


mehrere Male hintereinander nach x, so erhält man 


\ 


0 
0 


z1—)y" + +1 (e+P+HE)y" —(e+NP+Dy 


| 


2 \ 1) I € / ] - 2 1} N tü ! \ M,, 
x 1—z)y + (y-+2— (a +-P-+5)2)y" — (a-+-2)(P-F2)y 


eic. eic. 


Das durch (a—1)malige Differentiation gewonnene Resultat wird durch Multi- 
plication mit 


EEE NER 


art" 1— 2)" 
auf die Form gebracht 


d x" (1— x)" My") / \/ si / i n— 
ran u (en —1)(P+n —1) e""(1— 2)" My), 
dr } \ ’ . 





wo 
M —— an — rt, 
Indem man diese Gleichung noch ferner (a—1)mal differentiirt, erhält man 


dic" A—.r)" My)! FA PE Be Aut FE une} Bannt 2 ed 5 nee 
hoch 2 — —- I — («tn —1)(P+n—1) — j 
da” 8 ra 








und durch wiederholte Anwendung ergiebt sich hieraus für jedes ganze positive n 
die Gleichung: 
d” (a1 —.r)" Myt)) 


dr' 





— o(e +1)... (e +n—1).P.(P+1)...(P+n—1)My, 


l 


in welcher #7 denselben Werth wie oben bezeichnet. 
Ist nun v eine bei der nten Potenz von x abbrechende hypergeometrische 
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Reihe, setzt man also #?—= —n, während « und y beliebig bleiben, so wird 
y=I(—n,0,y,®) 

und nach obiger Gleichung: 

x er (i—a)r +n=a de (art -Il— r)e-r) 

(+1) nn (++n—1) da” 


oder, wenn man @-+-n für « setzt, 





F(—n, 0,7, 


2er aı-Y(l—r)r* dr (art I (4A— r)etr-r) 
RG en Fe See y(y+1)...(+n—I1) dc" ASEr, 


Dieser Ausdruck zeigt einerseits, dafs sich jede endliche hypergeome- 





trische Reihe in die elegante Form der rechten Seite von (%.) bringen lälst. 
und giebt andrerseits dem häufig vorkommenden Differentialausdrucke der rech- 
ten Seite die entwickelte Form eines Productes von Polenzen in eine ein- 








fache hypergeometrische Reihe. Für @e=y==1 erhält man 


1 d” (a A— .x)") 





— F(—n,n-1,1,r) 














De Pe dx" 
1—$ 
und setzt man 2 = "n 
1 d” (&°— 1)” 7 1— 
fi 5} - ” —— H (—n, N a 1, 2. —), 
ru Pe Fe" d&” Ä © 
“ » . B y . 1 
also links die bekannte Function, welche durch Entwicklung von 7 
} gr 2 (T= “ wr 


nach Potenzen von 4 entsteht. Den Ausdruck derselben durch die Reihe a6 
der rechten Seite findet man bei Dirichlet (Bd. 17, S.39 dieses Journals). 


Auf ähnliche Art erhält man eine Entwicklung des nten Differentialquotienten 
dr (1 — &’)r—2 
de 





„ welcher bekanntlich für S5= cos mit cosngp zusammenhängt. 


S. 4. 


Es macht keine Schwierigkeit, die erzeugende Function der durch (7.) 
gegebenen Ausdrücke in derselben Art aufzufinden, wie es im zweiten Bande 
dieses Journals S.224 in dem schon $. 3 erwähnten besonderen Falle «=y= 
geschehen ist. Man kann sich dazu der Lagrangeschen Formel bedienen. 


nach der 


dy ii 2 KH) ; MH FE LR) ; 
Ai ITT de 172 dr? Er 








ist, wenn zwischen x und y die Gleichung: 


y-c=df(y) 
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besieht. und hat nur 





e . zu Ti ‘0 u : y-ıl/i1__ „\ae= 
/ "| J - M | | RENG Li) “ /\d J ——— 4 / (1 J J 
iza Varh Tr 
zu selzen. Macht man 
1 N r 
KF—ne+ny2)=Ä, 
und wie oben 24 | 5, so erhält man 
ei h—1-+ yl— 2r&+ hy h+-1— yl—2ns- hie 








Diese Formel. welche sieh nicht durch Einfachheit zu empfehlen schien. ist 
icht weiter verfolgt worden, sondern zunächst nur ein besonderer Fall der- 
selben. 


S. 2. 
Man entwickle nämlich mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes 


1— 248 1.0°)- 


i 


nach aulsieigenden Potenzen von A. Selzi man die so entstehende Reihe 


so wird 


Inf? \ lu / E | 
ce (?2e-+1)...(2e+n Lg 2cH 
— sr ei ee Di . Ir ee 
Ä 2. - \ N, AR, an 2), 


wenn zw und S wie im vorigen Paragraphen zusammenhangen, also auch 





y N eicH I)...(e+-n—A)(ırdl u x))y:d -C) d”"(xz(i- x) 3 2e+?n—1) 
2ce+n)(2e+n+1)...(2e+2n—1)/In d.ır" 


S. 6. 
Nach den im $.4 mit X, bezeichneten Ausdrücken läfst sich, wenig- 


stens so lange 7 und «--1— y posiliv sind, eine Function p(x) nur auf eine 


NK 


Art entwickeln, so dafs also, wenn man p(x) = I a,Ä,, selzt, die CGonstanten 


n==U 
a vollständig bestimmt sind. Man hat zum Beweise dieses Salzes nur zu 
zeigen, dafs 


. Pe ih, be. 
I... — [ XnX,2r1— 2) tdr 


verschwindet, sobald die ganzen Zahlen m und n von einander verschieden 
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sind. Es genügt aber ÄX 


der Differentialeleichung 


n 
z(1—2)X'1(y—(a+1)2)X) = —n(n-+a)X,, 


s0 dafs 





»1 a | at-1—Yy N 
. >. Heti-— Fr) X.) 
-nın-a)J., = / A, _— da 
” Er 9 
N. da A—sH IX), 
= An " dA 
J dr ' 
(U) 
also gleich — m(m--«)J,.. wird. woraus man schliefst, dafs J,, verschwin- 


det. Ist »==n, so läfst sich der Werth dieser Constanten leicht anseben. 


da oifenbar 


1 E 4 e% 
n(n—-o)J,. = f A, A, a1 — ayt'rde 


ist. ferneı 
u n EN OR: 2 K i Ku 
(n—1)(n-a--1 )/ X, X ar 1— a)tH7de nf A, A, et! (1 — 2)? rde 
0 “ 


elc.. 
so dafs man für J,, den Werth 
1 HIn(II(y—1))’ II (a-+n—y) 


a-?Rn Ia-tn 1) Ay nn —1) 





erhält 


S. ; 
Für ein zweites Integral der Differentialgleichung, deren erstes X, 
ist. erhält man durch die Formel (6.) des $.2 den Werth 


ö 77 yo 1— t\*7 ‚ 
it 5 ar | — Pf 1) dt, 
« u Di Re 


welcher für @&—=y==1 in den am Anfange des $.2 erwähnten übergeht, 


wenn man n--1 für n, und g=0, h=1 selazt. 


Nach $.3 kann der obige Werth auch durch 


h, ‚In yrr-1l/4__1\ern—Y { 
ar A— ayrf dr (1 (1—1) ) d | 
dt” vi 





[#, 
> 


erselzt werden, also auch. wenn die Werthe 7, « eine Integration durch 


Theile gestatten, durch 


h n—1(4A__4\a+n—y 
8) 2, = arte IT ar, 


(—.ı)"+ 





“ 
> 


21* 
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Die Differentialgleichung ist dann durch 
aX,—+bZ, 


vollständig integrirt, wenn a und Ö willkürliche Constanten bezeichnen. 


S. 8. 


Die Resultate, welche @aufs durch Vergleichung von 7’ und 


ı Tat 


t—ın 





für die Kettenbruchentwicklung der logarithmischen Reihe gefunden hat, lassen 
und Z, auf die besondere hypergeometrische 
Reihe Fe, 1,y, x) übertragen. Man erhält auf diesem Wege fast ohne 


sich durch Vergleichung von Ä, 
Rechnung die Resultate über die Werthe der Näherungsbrüche von Kelten- 
brüchen, die zuerst durch Auflösung linearer Gleichungen gefunden worden 
sind (Bd. 32, S. 208, so wie Bd. 34, S.297 dieses Journals). 


Es seien 0 - 1—y 


Werth von A, für 2=7mit T,, und setzt 
4 a / Y—y pf ar; An 
Be ARE -/ aa 2] 


f 


so dals W, eine ganze Function ( 


und y positiv, ferner <_>>1; bezeichnet man den 





n—1)'" Grades von x ist, so hat man 
offenbar die Gleichung 


197 — 1{\a—} a Lıy—l en A 
7 Elm: 4 Pe ARE dpi ob aut. 


(!—.r) I—ı 








v) 


und hieraus. wenn man mit a und 25 leicht zu berechnende Constanten be- 
zeichnet, 





© X,F(y,1,cH,2) = W,- +4," Zn 


(!— x)" Hi 


Das mit d multiplieirte Integral, nach absteigenden Potenzen von z entwickelt, 
fängt mit =7""" an (der Grad ist —(n--1)): wir haben also eine Function 
n'“" Grades Ä/,, die, mit F(y; 1, o- 1,2) multiplieirt, eine ganze Function 
zW, und einen Rest vom —n“" Grade giebt. Seit der Arbeit von G@au/s über 


mechanische Quadraturen ist es bekannt, wie diese Eigenschaft der X, es 
möglich macht, sofort die Nenner der Näherungsbrüche des Kettenbruches für 





F(o, 1, y, —), wie er sich aus der Abhandlung von G@aufs über die hyper- 
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geometrische Reihe (art.13) ergiebt, nämlich nach der dortigen Bezeichnung von 


L 





Fr u / 
g pen ° 
x—c 
1 — etc. 








anzugeben. Der Nenner des 2n‘“" Näherungswerthes @,, ist nämlich von der 


Form 
Q,, — u - ä b, g.— 1 b, 2"? -- ... —- b, 3 


der des (2n +1)“ 
On = staat" toa"’ 4...) 

wenn wir x als den ersten, 2 —a als den zweiten zählen. Ferner muls 
Q., oder Q;,,;,ı, mit F(e, 1, %; =) multiplieirt, gleich einer ganzen Function 
von x vermehrt um einen Rest vom Grade —n sein. Es können sich daher 
Q;, und @,,,, nur durch constante Factoren von F(—n,y+-n—1,o,x) und 
zsE(—n,y-{n,a --1,.2) unterscheiden; bestimmt man diese gehörig, nämlich 
so, dafs die höchste Potenz von & die Einheit zum Factor erhält, so entsteht 


In ‘ 1 
0" — r„"F (—n, 1— a—n,2—y—?n, —), 


en 1 
nn = er Fi—n, —a—n,1—Yy—?n, —) 
Hi B) B) Y Bo 


Haben 7 und «--1—y andere Zeichen, so kann sich an den Resultaten oflen- 
bar nichts ändern. 
$. 9. 

Wir gehen nun zu der letzten Untersuchung über, nämlich zur Beant- 
wortung der Frage, ob es für jeden endlichen Werth der Elemente möglich 
ist, die Differentialgleichung (1.) durch einfache bestimmte Integrale vollständig 
zu integriren. Dafs die sechs bestimmten Integrale des $. 1 nicht zugleich 
gelten, sieht man ohne weiteres ein; indem ich nun nicht nur, wie früher, 

vr Ai — au”, 
sondern auch 

W= w"(i— uwm(1— zu) 
setze, sollen in der folgenden Tabelle die Fälle angegeben werden, in denen 
vau oder /W du eine Lösung von (1.) verschafft. Es ist dabei nach den 
Vorzeichen von a, f, y—«a, y— eingetheilt und, um die Anzahl der Fälle 
zu beschränken, angenommen worden, dafs %— « nicht negaliv ist. 
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zer WET TE ET DEE 
[ | Lösunvoen 
3 13 I) «c y-—0 2 >j3 3 
urn w 
| In 
11. | / "du 
i T 
/ 
I ö Bu 1 
I | ie , r a " d l 5 x 4 
12, / VYdu / du / VYdu / Ydu 
./ / P 
| 3 | 
—— ai f z 2: f " . 
g I Wdu f Wan) [ Win | Ir du 
Aa J R n 
i () 0) 
! ’ f i I—Yy 
4. a f Van fi Kan 
| | | “ 
| | 
| 2 y F 
6 2 | / Ydu / du / Vdu / Vdu 
. 7 « 
N — 
AL  . 
7. | /f Ydu / V du 
. 
2 
3 | 
»] u. r Rx r | m ä 
"WU (ANDRE WRWER MORE OR / W du d WW du / W du | / W du 
1 £ e % 
| j Brig u BET ERIErTur 
9" _ | <chae / VYdu | 
| 1 
| v 
Da sowohl für den Fall, dafs x >1 als auch für den, dafs e<<1, zwei 


verschiedene Lösungen angegeben werden müssen, so erkennt man in der 


Tabelle leicht, wann noch Lösungen zu suchen sind. 
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$. 10. 
Um solche aulzufinden, kann man sich des in $.2 aufgestellten Salzes 


bedienen. Dieser giebt nämlich die Beziehungen zwischen den Differential- 


gleichungen zweier hypergeomelrischen Reihen, deren Elemente «, , y und 


0 — ce, 0—P, e-+-1—y sind. Man wende ihn an, indem man an die Stelle 
von a, 5, y respeclive 9 —a, 0 —P, g--1—y selzl, so dals zugleich o9—«, 
oe —/P, o-+1—y respeclive in 

0 — (0 —-ıu)=u, 0 0 P)==B, 0-| gem 0- | y)=—=Yy 


übergehen. Nimmt man nun 0 so, dafs o— oo gleich einer negaliven ganzen 
Zahl —n wird, so isi ein Integral der ersten Differentialgleichung eine end- 
liche Reihe 


—n,a-1—y—n,2) = f{r): 


Y 
T m | ’ 
f N, 0 ; / 


die zweile Differentialgleichung ist jelzt die Dilferentialgleichung (1.) selbst. 


De) 
ww 


nach (2.) findel man also ein Integral von (1.) durch die Formel: 


a je-y"(1 u ge 
a hi 2 Mr BR 1 Ddt 
7 (!— .ı)°” Pen 





oder mit Benutzung der in $. 3 gegebenen Umformung durch die Formel: 


5 A A EEE A u E u 
(9.) P: - f a} A da)" dt, 


Iın 
di 


vorausgeselzt, dafs bei conslantem y und 4% 
ferl=yr (1—1)Y7? a—n 


I "in R \Y/ 


(t— x)" 





> 


[4 


ist. und dals, wenn A=.r, der Ausdruck in der Parenthese für /—=y ver- 
schwindet und n--1—« posiliv ist. 

Dieses Resultat läfst sich übrigens leicht veriliciren, und ähnliche lassen 
sich eben so leicht auflinden, wenn man erwägt, dafs nach Integration durch 
Theile auf der rechten Seite unter dem Integrale 


er dr — a) dk 


| / 
übrig bleibt, wenn diese Operation erlaubt ist. Dieser Ausdruck, zwischen 
g und 4 integrirt, ist aber eine Lösung von (1.): sind z.B. y und A gleich 
0 und 1, so giebt die Inlegralion eine Lösung der dritten Klasse. Man 
schliefst hieraus unmittelbar, dafs auch, wenn die Integration durch Theile 
nicht gestaltet ist, % eine Lösung von (1.) ist, wenn nur das Integral einen 
Werth hat. 
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g. 11. 


Wir können nun die Tafel des $. 9 vervollständigen. 


1) Im ersten Falle fehlen zwei Integrale, wenn 2 >1; man kann 
offenbar folgende hinzufügen: 


Bu ii rd PR ) 5 2 nn =. 
Fi | | d— a) dt, 











E dt" 
” d"!ie ri — tr 
I FF Fu aymat, 


wenn 22 so grofs genommen wird, dafs respective n-+-1—P oder n+1— « 
positiv ist. Darf a = 0 genommen werden, so sind diese Integrale respective 
von der I11'”" und IV” Klasse. 


fe] 


Ist =<{1, so fehlt ein Integral, welches man jedenfalls = (1—x)"?{ 
seizen kann, wo { der Differentialgleichung (1.) genügt, wenn man in ihr 


Mi As 


. = er 
a,ß,y x mit Pf, y—a, Pr1—a, 








Be vertauscht. Man vergl. Form 3) 


der IV" Classe. Hieraus folgt, dafs als fehlendes Integral 


ın n | — 1 _. #\=al . an) 
d— zyf d fr (1 !) j (1 h ) di 


di" i-—-xr 


1—x 











betrachtet werden kann, wenn @-+-n--1—y positiv ist. Für a=0 erhält 
man ein Integral Il" Classe. 


2) Im 4” Falle, wenn z>1, kann offenbar 


2 dr Sıf-r , PORN ) Lau 
/ — (t— a)" "Pd 





x 


mit der Bedingung, dafs n--1—/ positiv ist, als Lösung genommen werden. 
Ist z2<1, so mache man mit Beachtung der Form 1) der II'” Classe das 


— (l 


fehlende Integral = x”“T, wo & der Differentialgleichung genügt, in welche 
x —1 


L 





(1.) übergeht, wenn für o, f, %, x resp. @«, «+1—y, @&+ß+1-—y, 
gesetzt wird. Dadurch erhält man als Lösung 
2 in d” NrmAA—1 B-N Zu n—a 
x ei \ ) ) (— ) di 


di” x 
v—1 


—. 


X 








mit der Bedingung, dafs n+1—« positiv sein mufs. Für n==0 erhält man 
Integrale der III” und V'”" Classe. 
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3) Im fünften Falle mufs man ein Integral suchen, wenn 2 —1. 





Mit Berücksichtigung des 4" Integrals I'” Classe setze man 3 = (1- a) Pt, 
7 2) As . . A n ) 5 L N B) « 
und verlausche ähnlich wie oben «, /, 7x mil 7—a,P,y, > 50 findet man 
(7 Pe erd—ne / a ed 
(1 ae r ef EUER .\ 
\ J r dir -(t— % 4 y, di 


Y 





v—l 


mit der Bedingung, dafs n{-1— positiv sei. Ist = <-1, so erhält man zwei 


ferne), a 76 
1—x f ar is, ——.) 
/ dt" % 1 di 


x 


x—1 
sfr de fter 1—)-e) 1 \ytR-p-2 
7 dt" (1 E dr 


resp. mit den Bedingungen, dafs »--1—/P und y--n— / positiv sein müssen. 


Integrale 











Für n=0 verwandeln sich die Integrale in solche der VI”; VT” und 
I" Classe. 


4) Im 7" Falle findet man für & > 1 


ıL n Syy—h—1 \a—y 
BR ver \y-a—ß Re PAi—te} | en. 
271 — 2) ef - _(t— s)\" td 





x 


und für 2<1 
26 2. In n )4P—Y - AP} — La—1 
PT EFT SENT 
dt” x 


« 
x—] 








resp. mit den Bedingungen, dafs n-/ und n-+« positiv sein müssen. Für 
n==( entstehen Integrale der IV‘ und I"" Classe. 
5) Im 9°” Falle erhält man für x > 1 


«TR “) 
—, f diem —t)-e a 
a f \ nt. A _ 





B dir 
und 
Ir ste—1 (1 __ A} u 
uf a N, (— Tr) zn dt, 
” di" 


endlich für 2 < 1 
L ii 2 RA t)rme—t\ | \nta-ı 
Ze nur ae) | AP A—t) Acfgas ) Pr 
di” 1—ır 


« 


1 


— 


1l—x 








. 5 b . en Zi 3. 2 ” | eo En oe... . 
Die Bedingungen sind resp., dafs y„+n— pP, y-n— ea und n-+« positiv sein 
müssen; für n—0 entstehen Integrale der III”, IV” und 11°” Classe. 
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Einige Sätze über die Tangenten algebraischer 
Uurven. 
(Von Herrn Joh. Nik. Bischoff zu München.) 





K . 
s sei 
(1) so" +a2+ma"t..t0, —=(0. 
Soll von den Wurzeln @,, &, ... &;, & ... «,„ dieser Gleichung wenigstens 
eine entgegengesetzt gleich einer andern sein, so hat man als Bedingung 


dafür: 
II (e;+-o) = 0. 








. m (m —1) « .qQn . ® hl ® 
Dieses Product von ; Factoren aber läfst sich als symmetrische Function 
Y 07 . . . a, d, Am 
der Wurzeln durch eine rationale sanze Function von LE. ..,. = 
” "Er% a, 
stellen. so dafs: 
Lf (Ay, ad, ’ ..» 4, _— «a f} I (oe; Ü , 


wo eine homogene Function p'” Dimension von @,, @,, ... a, bedeutet. 

Diese Dimension p bestimmt man nach einer Art, die Jacob: bei 
einer ähnlichen Aufgabe (Bd. 40, S. 243 dieses Journals) angewendet hat. 
Man hat nämlich zu gleicher Zeit: 


/ ar P . ) 
PiAmz Am—ıy +++ Aıs 4) = (4, n(— ] @,/ 


1 


j Aa m—1 
u Mi. =) ‚II(a;--0;,) 
Um 


(Im 


p—-m-+i1 
da f 





Nun sind (4; 4y_1,...4,) und P(@,, 4... a4„) beide rationale ganze homo- 
gene Funclionen von @,, 4, ... A4„, die, wie leicht zu sehen, weder durch 
4, noch durch a, theilbar sein können, folglich hat man: 


p= m-—1l. 


Die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten einer Gleichung m“ 
Grades, welcher zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln zukommen sollen, steigt 
also auf die (m —1)' Dimension. 
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Sind die Coefficienten @,, @,, ... a,„ Functionen der Veränderlichen 


m 


Y, & ..., rücksichtlich welcher sie beziehungsweise bis zu den Ordnungen 
Is Is -:» Jm steigen, so wird p eine Function derselben Veränderlichen. 
Die Ordnung, bis zu welcher in y, 2 ... steigt. und welche im Allge- 
meinen mit dem Grade von y (at, ur TE in Beziehung auf # zu- 
sammenfällt, läfst sich, wenn 9,, 91» --- 9m eine arithmetische Reihe bilden. 
nach einem ebenfalls von Jacob? am angeführten Ort gebrauchten Verfahren 


leicht bestimmen. 


Ist nämlich d der Unterschied der arithmelischen Reihe 9,, 91. -.. 9,, 
so dafs 
u L;d 
I = JYT 4, 
dann hat man 
f Io J; Im\ 4, (m—1) f d 2d md 
pa ,al,..at)—=t PA, it ,„...ant ) 


Aber die Wurzel der Gleichung 
m | d „ml |! 2d „.m—2 | | pri a 
a2” +altla MET a +++, oe @ 
ist o;2“, folglich ist 
d md N m— d |] d B m— md(m—1} / 
a, at, a) = Tot ot) = TV Too 


MER u (Ay, d, yo.. u), 


mithin 
plat”,at”,...a,Ur)—t Sl" 7 RE, 
en Dige+ Fl (Te ER 
Die Bedingungsgleichung Y(a,.a,,...4,)—=0 steigt also in y, x... auf 


die 4(m—1)(g,--9,)” Ordnung. 

Durch ähnliche Betrachtungen kommt man zu dem Ergebnils: 

Soll der Gleichung (1.) immer unter der Voraussetzung, dafs «a,. a,.... «,, 
Functionen von y, & ... beziehungsweise von den Graden 9,., Yı, --: 4 
seien, wenigstens eine Wurzel zukommen, welche gleich der Hälfte einer 
andern Wurzel sei, so steigt die Bedingungsgleichung in y, & ... auf die 
Ordnung: 

(m —1) (29, + md), 
wenn go» Jıs - +: Jm eine arithmetische Reihe mit dem Unterschied d bilden. 


Soll von den Wurzeln der Gleichung (1.) wenigstens eine das arith- 


metische Mittel zweier andern Wurzeln sein, so erhält man als Bedingung dafür: 
22” 
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P (ay, Ay... An 
— a IT, — a +0) — 440), — +} = 0, 
wo $ wiederum eine a Function p"" Ordnung bezeichnet, und wo 
das Product rechts aus Lan (an —1)(ım —2) Factoren besteht. 
Da nun: 
P(a.,Gm_19:..@ 


a HH AH) 


H 4b U £ » 


—3(m—]1 2) 3 (m—]1) (m— 2) 
a’ + (m ) (m ).a: n—1) (m )X 


IT \(o,a,„— 4a,(e; + 0,)) (&, 0, —40,(e, -- @,)) (e,0;—4 0,(d, + &;))$ 


3 (m—1\( 2 3 (m—1)(m—2) —g Wr 
p—: (m—1)(m—2 EAU 1) (m—2) ie, 


m “Er 


=, 

ist, unter 7 eine homogene Function g'“ Ordnung verstanden, und da weder 

D noch # durch «a, oder «,, theilbar sein können, so folgt 
p=qy=3m—1l)(m—2). 

Die Bedingungsgleichung dafür, dafs von den Wurzeln einer Gleichung m‘ 

Grades (1.) wenigstens eine das arithmetische Mittel zweier andern sei, steigt 

m —1) (m — 2)” Dimension. 


wi. 


also hinsichtlich der Coefficienten von (1.) auf die 


Sind die Coeffieienten @,, 4, ».. 4„ wiederum Functionen neuer 
Veränderlichen y, & ... beziehungsweise von den Graden 90, Jı> -:- Im» 
die eine arithmelische Reihe mit dem Anfangsglied g, und dem Unterschied d 
bilden, so erhält man auf dem oben eingeschlagenen Wege für die Ordnung 
der Bedingungsgleichung ?==0 in Beziehung auf y, z... den Werth: 

ı (m —1)(m —2)}39, + md}. 

Es sei nun 

f(2,y,5) = a yY)+ sn Y)+S fm y)t = 0 
die Gleichung einer Curve x“ Ordnung, wobei s eine willkürliche Constante 
oder die Einheit und f„(2,Y), fm-ı(7,y) etc. homogene Functionen m”, 
(m —1)"" etc. Grades bedeuten. 


Für die Tangente im Punkt (x,,y,) der Curve hat man: 


AORRENENOROWIER.. HEIRN 
u 


eo 


2 om +5 :w 
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und für die m —2 übrigen Schnittipunkte dieser Tangente und der Curve: 


u af 
> ern 
u=m wu? \ of d f. 
ie Fe A m. 6, 
u Bi Ye, 02 dr | fe, y,‚s) = 





u=2 
wo nach ausgeführter Operation x, und y, an die Stelle von z und y zu 
seizen sind. 











Da 
of ' of oO 
2ı = T Yızz 78 = mf(0,,Yı,#) = ) 
'ox, | Yızy 7 | Os f 2 . ’- zu 
of 
’ s 
ist, so folgt, wenn % = s 57 vesetzt wird 
O 
oy, 
@ 2 _#,8 2Y la, 
Br or  &x, J>9 
5 oO Re >. 
= | — — _—— - )) £, 
7} 5 rdr Yı /\ #* 
Macht man ferner: 
we 
yypı7n 
. 4 PEN 
Yı I? a Nıs 


> 


, Ö u a ö 
so geht (2 +(yı4 P) =) -f(x,y,s) über in: 





$) 








Ö 
(ei OX 7? I on 


6) oO \# 
FO (21 — + Zn ——) | m(, n)- r°® m (2, N) — 


on 


E 





\ 
etc. \ - 


Berücksichtigt man von f(z,y,s) nur die Glieder von den beiden höchsten 
Dimensionen, beachtet man ferner, dafs nach den ausgeführten Operationen 
x, und n, an die Stelle von x und n zu setzen sind, und wählt man endlich 
für (&,, y,) einen der unendlich entfernten Punkte der gegebenen Curve, so 
verwandelt sich die rechte Seite der vorangehenden Gleichung zunächst in: 
m——-1\! 

miles + | (m—1)! 
Indem man unter Vernachlässigung der Ausdrücke in &,, Yı, welche die 
(m—1)'" Ordnung nicht erreichen, für 7, wieder y, einführt und für ? seinen 


r . . . $ IM x F . . . .. 
Werth, der sich jetzt in a 3 En ı) zusammenzieht, so ergiebt sich schliefs- 


oY, 


> Ana 9) 


fans m)— | on ii |. 
1 


(m— u—ı)!! 
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lich. dafs die Curve, deren Gleichung 


a 


( of oO of BR 0 
ET EEE TEE 


ist. mit der gegebenen Curve die m» Asymploten gemein hat. also auch deı 


(rad von: 





C 6 HM ..8 WW. 
# Ba, MDR —) .f(z, y,s 
h oy, ur [4 L, 0) E 
vermittelst der Gleichung f(x,y,s)—= (0 um zwei Einheiten erniedrigt werden 


_ 


kann. wie bereits Jacob: (Bd. 40. S. 255 dieses Journals) auf anderem Wege 


bewiesen hal. Da nun der obige Ausdruck, welcher den Coefficienten von 


- ein Gleichung (2.) bildet. auf die Ordnung u (m —1)—+ ın — u steigt. 
ar B Bi )1 | 47 


wenn die Gleichung f= O0 nicht besteht, so wird in dem hier betrachteten 


Fall, wo f==0 ist, seine Ordnung, die wieder mit g,„_, bezeichnet werde, um 


zwei Einheiten niedriger, so dafs y„_,„=u(m—1)+m— u—R= (u--1)(m—2, 
oder, was dasselbe ist, , = (m —2)(m —:-1), d= —(m—2). 


Sollen nun der Gleichung (2.) zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln w 
zukommen. so steigt die Bedingungsgleichung zwischen x, und y, auf die 
Ordnung 


(m — 3) (Gy Im.) = 4m —2) (m 


J 





3) (m--4). 

Kine Curve 22” Ordnung läfst daher In (m —2)(m — 3)(m--4) solche Tan- 
senten zu, deren Berührpunkt in der Mitte zwischen zwei andern Schnittpunk- 
ten der Tangente liegt. Diese Berührpunkte liegen zugleich noch in einer 
Curve: (m —2)(m—3)(m--4)"" Ordnung. Für eine Curve 4 Ordnung 
ist daher die Anzahl dieser Tangenten: 32, und die Gleichung der Curve 
8" Ordnung, welche ihre Berührpunkte enthält, wird folgende: 








U,ı, U,» Us 
F O CO 
(u r —— 6, —). U,» U,2a U, nn 0. 
OXx Oy kei m & 
| U; | ’ U; o ’ U; ; 
wo Wu —=——-, 4, = —— und die Determinante, an welcher operirt wird, die 
OY OX 


Hesse'sche ist. 
Soll von den Wurzeln w der Gleichung (2.) eine die Hälfte einer 
andern Wnrzel sein, so steigt die entsprechende Bedingung auf den Grad: 
(m — 3) (29, (m —2)d) = (m — 3) (yo + In} = (m — 2) (m — 3)(m--4) 


hinsichtlich w,. Y,- 
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Folglich hat eine Curve »n'” Ordnung m(m — 2) (m — 3)(m--4) solche 


Tangenten, von deren m» — 2 übrigen Schnittpunkten mit der Curve einer in 
der Mitte zwischen dem Berührpunkt und einem andern Schnittpunkt liegt. 
Die Berührpunkte dieser Tangenten gehören zugleich noch einer Curve 
(m — 2) (m — 3) (m--4)'" Ordnung an. 


Für eine Curve 4 Ordnung wird also die Anzahl dieser Tangenten: 
64, und ihre Berührpunkte liegen zugleich auf einer Curve 16" Ordnung. 


Soll von den Wurzeln » der Gleichung (2.) eine das arithmetische 


Mittel zweier andern sein, so steigt die Bedingungsgleichung zwischen =, und 
y, auf den Grad: 

}(m—3)(n—4){39,+(m—2)d} = }(m—3)(m—4) [3 (m—2)m41)— (m 2)" 

—= 4(m — 2) (m —3)(m — 4)(2m--5). 

Eine Curve »n‘” Ordnung läfst demnach 4 m(ım — 2) (m — 3) (m — 4) (2m --5) 
solche Tangenten zu, von deren (m—2) übrigen Schnittpunkten mit der Curve 
einer in der Mitte zwischen zwei andern liegt. Die Berührpunkte dieser 
Tangenten liegen zugleich noch in einer Curve 4 (m— 2) m—3)(m—4)(2ın--5)'" 
Ordnung. Einer Curve 5°" Ordnung gehören also 225 solche Tangenten an. 


und ihre Berührpunkte liegen zugleich in einer Curve 45°” Ordnung. 


Für eine Curve 2%“ Ordnung ist die Anzahl derjenigen Tangenten, 
die entweder ihren Berührpunkt in der Mitte zwischen zwei andern Schnitt- 
punkten haben oder von deren m—2 übrigen Schnittpunkten einer in der Mitte 
zwischen zwei andern liegt: 


4m(m — 2) (m — 3) (m--4) + m(m — 2) (m — 3) (m — 4) (Qm --5) 
— m(m —?2) (m — 3) (m’— m —8). 
(Man vergleiche hiermit Bd.47, S.99 und 100 dieses Journals oder Liouvzlles 
Journal Bd. 18, S. 349 und 350.) 


Es sei 


tip = Pmt 8Pmıt + alpmt 8pmıt ) = 0 





5 : ’ r i m(m-+3 ’ 
die Gleichung einer Curve »n‘ Ordnung, die durch a gegebene 
Punkte geht. 

Soll diese Curve eine andre n'” Ordnung f= f, + sfa-ı + "= U be- 


rühren, so kann man die Bedingung hierfür einfach schreiben: 
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op... of 

7 —-I-— -—- UM-— ze 0. 
Oxr | O8 '"' 02 | 
ot n 00 fi; OÖ 

a + Fi u B 15 or na 0. 
oy A; ; 

Op ,.00 , of 

u ER RR. —h(. 
gu ° GB ’ 7’ 8 


Man erhält also zur Bestimmung des Berührpunktes die beiden Gleichungen: 














alt; og! of 
0x2’ 02°’ 9 
| og og" of 
r ” Fax “ m 0. 
0) Oy 0) 
n n np| 
0g og! of | 
os ’ os ’ Os | 
und f== 0, 


\ 


von welchen die erste auf den (n-- 2” — 3)" Grad hinsichtlich x, y steigt. 


Es giebt daher n (nr -- 2m —3) Curven m’ Ordnung, die durch die nämlichen 


Y 
m(m--9,) . .. 
—, —1 gegebenen Punkte gehen und eine gegebene Curve n' Ordnung 


nr 





berühren. 

Liegt von den gegebenen Punkten einer, welcher mit p» bezeichnet 
werde. auf der Curve n" Ordnung, und schliefst man die in p berührende 
Curve aus, so verringert sich die oben angegebne Anzahl von Auflösungen 


um zwei Einheiten und das Gleiche findet statt, so oft ein neuer gegebener 


! 


Punkt in die Curve x” Ordnung tritt. 

Soll eine Curve u“ Ordnung eine andre gegebene Curve 2‘ Ordnung 
berühren. so steigt die Bedingungsgleichung hinsichtlich der Coefficienten der 
ersteren Curve auf die n(n--2m — 3)" Dimension. 

Soll eine Curve 22° Ordnung durch be — ıı gegebene Punkte 
oehen und ı gegebene Curven der n'”, p"”, g'" etc. Ordnung je einfach be- 
rühren. so ist die Anzahl der Auflösungen: 

npy ... (nm 2m —3)(p+ 2m — 3) (42m — 3) .... 
Die Anzahl der Kegelschnilte, die fünf gegebene Kegelschnitte berühren, ist: 
= ’7788, 
Die Anzahl der Curven »%“" Ordnung, die durch die nämlichen 


m (m-+- 3) 
Ss —u 


— 
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gegebenen Punkte gehen und u gegebene Gerade berühren, ist: 


2" (m — 1)". 


Sollen 2 Curven =“ und n'” Ordnung sich berühren, so steigt die Bedin- 
gungsgleichung zwischen den Coelficienten ihrer Gleichungen höchstens auf 
die Dimension: 
ımn —- (m n)(m-n—3 
Es sei 
g+ip up = pm pn + ug), 4 S(pm-ıt Mpm-ıt upn_)-+ etc. = 0 


m(m+3) , 


die Gleichung einer Curve m Ordnung, die durch >———2 gegebene 





Punkte geht. 
Soll diese Curve eine andre gegebene n'” Ordnung 


—— ß u ft Ri ...=——= 
f PER Jh | sf.-ı | ai Ö 
dreipunktig berühren, und heifsen z,,. y, die Coordinaten des Berührpunktes. 


so hat man als Bedingungen: 














f =, 

”e 1 sr: - U v of —- 

a 

20 1, oe 

%, T 77 oy, oY, , 

Op „op! og" | of 

—— ug nr Pr un m 0. 

08 + . os Ta os ös ’ 
of © of © -: Me i 
‚el . au . sr . Tan ( I. UC V = 
= X or, 6 (p+rp+up +rvf) 


wo nach ausgeführter Fein, x, und y, an die Stelle von x und y zu 


setzen sind. 


Da 
25 +2 sie == sfr, 
PR. A 
so kann man, wenn = _- gesetzt wird, die letzte der obigen Bedin- 
oY, 


gungen auch schreiben: 


(5) In 3, tr P) I (p+p-tup'trf) = 


Setzt man ferner y+P=n, yı+-?==n,, und berücksichtigt nur die Glieder von 
23 
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den beiden höchsten Dimensionen hinsichtlich z und y, so folgt: 


) : ®) > A f ea 2 @ ’ ’ > ‚ PR: 0 ar ‚f i IN 
‚Kız- TAI PN -PITIP En —P)rug (@,n— P)+rf(z,n—P)} 
/ 
\ ( oO ! } ! f; Be; ö \ | » e \ 
2, - at Pın (857 pn, N Up, N) VYn(%, N) 
} or 
5 ' en) " [a [ 
' A » > / Offn 2 op, | Pin ' Ofn \ 
Ga He Re Her Ar > Ir ei; 
| u a. on m oy /) 


wo nach ausgeführter Operation x, und 7, an die Stelle von x und 7 zu 
setzen sind. 
Wählt man nun für ,, yı einen der unendlich entfernten Punkte der 


Curve f=0, so geht die rechte Seite der vorigen Gleichung über in: 





/ R ’ ! ’ \ 
EEE f » / » 5 {m \ 
Iımiıamn | ‚.(Y 2. HM I N, | I mA [> ı, 7 UfmXı9 N) ) 
\ ‘) ) / ER ' [m ‚ 0 u » \ 
In | J 7 PEE D . I m—1 (d 19 1ı, s IP m M I» 1] 2 Upm—ı (a 19 1ı 
#3 ot r ot „ \ 
If Olfm oa i Fon | £ Pu ! 
a ur on, E on, 


und hieraus folgt, dafs, wenn man 4 und ıe so bestimmt, dafs die Curve f= 0 
von der Curve 9--Zp-- up" =0 in einem ihrer unendlich entfernten Punkte 
berührt wird, dann auch die obigen fünf Bedingungen zugleich erfüllt werden. 


Daher mufs sich der Grad der Gleichung: 


0% og! og" of 


erg. - 
| OA, or, 





= 


‘ be) r 
or, IL 


op og! og!" of 








n Ag! aM If 
0A Ze © a >) EL ©) DE 
’ ’ u 9 - 
OS Os OS os 
ı u, U» Ur, w 





die mit f—=0 verbunden die Berührpunkte liefert, vermittelst der Gleichung 
der gegebenen Curve um zwei Einheiten erniedrigen lassen und kann also nur 





der 3(m-+-n — 3)" sein. 


Die Anzahl der Curven m“ 


m(m--5) ) ö . 
——— — — 2 gegebenen Punkte gehen und eine gegebene Curve n'” Ordnung 


Ordnung. die durch die nämlichen 





> 
dreipunktig berühren, ist demnach: 
3n(n--m—3), 
und durch ihre Berührpunkte läfst sich auch eine Curve 3(n + m — 3)'” Ord- 
nung legen. 
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Die Anzahl der Wendepunkte einer Curve n'"” Ordnung ist In/n —2,, 


und es liegen dieselben zugleich in einer Curve 3/n —2)"" Ordnung, Lieg! 
von den gegebenen Punkten einer. elwa p, in der oegebenen Curve n' 
Ordnung. 


un 


o verringert sich die obige Anzahl der Auflösungen um zwei Ein- 
heiten. und das Gleiche findet statt. so oft ein neuer oevebener Punkt in die 
segebene Curve trilt. 

Es giebt S3n/n—1) Kegelschnilte. die durch 3 gevebene Punkte gehen 
und eine Curve n"" Ordnung berühren u. s. w. 

Es seien wieder 
(«.) g+-Ahpzuy =. 
(b.) f -_ 0 


! 


» \ - . x hr e . . ' 
die Gleichungen zweier Curven an” und rn“ Ordnung. wobei A,, «, irgend 
zwei Gonstanlen bedeuten 

Denkt man sich die Werthsysteme (2,,Yı)-.. (X... Y..) der Üoor- 


dinaten der mn Schnittpunkte beider Gurven nach einander in die Gleichune 


(e.) pp +ug" = 0 
eingeführt und betrachtet 4, v als die Coordinaten irgend eines Punkles, so 
stellt (e.) ein System von mn Geraden vor, die sämmtlich durch den näm- 
lichen Punkt (4,, ««,) gehen. Leet man also in (a.) den }, und «, alle mög- 
lichen Werthe bei und führt die jedesmal sich ergebenden Werlhsysteme der 
Coordinaten der Schnit!ipunkte von («.) und (d.) in (e.) ein. so wird die 
sanze Fbene derart mit Geraden (e.) bedeckt. dafs durch jeden beliebigen 
Punkt (#,. 1) derselben mn und nur mn Gerade gehen. Folglich werden 
alle diese Geraden von einer Curve mn" Classe umhüllt. Wenn die Grölsen 
),, und ı, so beschaffen sind, dafs von den mn Schniltpunklen der («.) und 
(6.) zwei zusammenfallen, dann fällt auch von den mn Geraden, die durch 
den Punkt (A,,. «,) gehen, ein Paar in einander, folglich wird nun der Punkt 
(2, t,) ein Punkt der umhüllenden Curve mn” Klasse. Die Bedingungs- 
gleichung zwischen 4, und «, dafür, dafs zwei von den »an Schnitipunkten 
der Curven («a.) und fd.) zusammenfallen, steigt aber nach dem Früheren aul 
den nın--2m— 3)" Grad. Daher ist die umhüllende Curve »nn” Klasse 
von der n(n-- 2m — 3)" Ordnung. 

Nun entspricht ferner jedem System 4,, 4,, für welches aufser einem 
Paar von den Schnittpunkten der (a.) und (b.) noch ein zweites Paar in 
einander fällt. ein Doppelpunkt ‘4,. «,), und jedem System A,. ,, für welches 
23 * 
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drei von den Schnittpunkten der («.) und (d.) sich vereinigen, ein Rückkehr- 
punkt (Z,. «,) der umhüllten Curve. Die Anzahl der Rückkehrpunkte ist aber 
nach dem Vorangehenden: 3n(n--m— 3), folglich, wenn d die Anzahl der 
Doppelpunkte bedeutet, 


n(n- 2m — 3 —n(n-— 2m —9d8) — nın -. 2d-- Inn + m— 3) 
oder 
d = Ynn-+ 2m —3)— n(ön- 6m —15), 


u. ’ N a m(m-+-3) 
und ebenso grols ist die Anzahl der Curven »m Ordnung, die durch RE 


gegebene Punkte gehen und eine gegebene Curve n'” Ordnung doppelt berühren 





Die Anzahl der Doppeltangenten einer Curve nr‘ Ordnung ergiebt sich 
hieraus als: 
In(n—1) —n(In—9) = In(n—2)(n’—9), 
wie bekannt. 
Die Anzahl der Kegelschnitte, die durch 3 gegebene Punkte gehen und 
eine Curve nr” Ordnung doppelt berühren, wird: 





In (n--1)—n(5n 


1 3) = In(n’-+2n’ — 9n--6), 
übereinstimmend mit der von Steiner gegebenen Anzahl (S. Bd. 49 dieses 
Journals. S. 275). 

Liegt von den gegebenen Punkten einer, etwa p, in der gegebenen 
Curve, so giebt es {n(n-- 2m — 3) —4! Curven =“ Ordnung, die in p selbst 
berühren. Schliefst man diese letzteren Curven aus, so verringert sich die 
angegebene Anzahl von Auflösungen um An(n-- 2m —3)— 8 u. S. w. 

Ist eine räumliche Curve mn Ordnung (Durchschnitt zweier Flächen 
m“ und rn" Ordnung) gegeben, und soll («.) eine Fläche p'" Ordnung, die 


(pP) (p-+2)(p+3 ’ \ R 
durch ZLIPTIPTN _9 feste Punkte geht, jene Curve einfach berühren 


6 
PHNDLDIDLHI) _g feste 
6 








oder soll eine Fläche p'” Ordnung, die durch 


Punkte geht, jene Curve (2.) dreipunktig oder (e.) doppelt.berühren, so findet 
man auf eine dem Vorangehenden ähnliche Art, dafs die Anzahl der Auf- 
lösungen im Falle («.): 

mn (m--n--2p — 4) 
im Falle (2.): 

3mn(m-+-n-+p—4) 
im Falle (ce.): 
Lan’ n’ (nm --n--2p — 4)’ — mn (Im 4-50 -- 6p — 20) 
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ist. Hieraus folgt, dafs die abwickelbare Fläche #, welche zur Rückkehr- 


curve die gegebene Curve hat, von der Klasse Imn(m--n —3) ist, und dafs 
durch jeden Punkt des Raumes m’ n’(m-"n — 2)’ — mn (din +5n —14) 
Doppelberührebenen jener Curve gehen. 

Diese besonderen Resultate ergeben sich auch durch folgende Be- 
trachtung. Wählt man einen beliebigen Punkt S im Raum als Scheitel einer 
Kegelfläche, die durch jene Curve aan” Ordnung geht, so kommen dieser 


mn (m —1)(n —1) 


Kegelflläche nn” Ordnung im Allgemeinen = Doppelseitenlinien 





zu, folglich wird die Klasse derselben mn/m--n—2), die Anzahl ihrer 
Wendungsberührebenen: 3mn(m--n—3) und ihrer Doppelberührebenen: 


Im'n(m--n— 2) — mn (Im-5n—14). Man schliefst hieraus sogleich. 
dafs die abwickelbare Fläche W von der Ordnung mn (m--n— 2) ist. 


2mn (3m--3n —10) Wendungsberührebenen und eine Doppellinie von der 
Ordnung Ann (m--n — 2) imn(m--n— 2) —4} hat, durch welche also auch 
eine Fläche } jmn (mn — 2) — 4!" Ordnung gelegt werden kann. Ferner: 

Die zweien Flächen m und n'” Ordnung gemeinschaftlich umschriebene 


hen] 


abwickelbare Fläche ist von der Ordnung: 

mn (m —1) (n—1) jm(m —1)’--n(n —1)’—2}, von der Klasse: 

mn(m—1) (n—1)', hat eine Rückkehreurve von der Ordnung: 

3mn (m —1) (n—1) \m(m —1)’ + n(n—1)— 3} 
und eine Doppellinie von der Ordnung: 
(mn (m —1)'(n — 1)’ im (m —1)’+—-n(n —1)’— 2} 
— mn (m — 1)’ (n — 1) {dm (m — 1)’ +5Sn(n —1) —14}. 

Sie berührt die erste Fläche längs einer Curve von der Ordnung mn(m—1)/n—1).. 
die zweite längs einer Curve von der Ordnung: mn (n —1)(m—1)". 


München, im Juni 1858. 




















isinfaeher Beweis für die Irreduetibihtät einer 
Gleichung in der Kreistheilung. 
(Von Herrn F. Arndt.) 


Üben ersien Beweis des Salzes, dals die Gleichung für die primitiven 
na"" Wurzeln der Einheit irreduelibel ist. wenn rn eine beliebige ganze Zahl 
bedeutet. hat Aronecker in Liouwitles Journal (Jahrgang 1854, p.177) gegeben. 
Zwei andere Beweise hat derselbe in diesem Journal Bd.29 und in Jaowevslles 
Journal (Jahrgang 1556) publieirt. dieselben jedoch auf den Fall, wo n» Prim- 
zahl oder Potenz derselben ist. eingeschränkt. Die Beweise von @aufs (Disgq. 
Arithm. 8.341) und Kisenstein (dieses Journal Bd. 37) scheinen sich nicht 
auf den allgemeinsten Fall ausdehnen zu lassen. 

Die Wichligkeit des erwähnten Satzes dürfte wohl den Versuch recht- 


fertiven,. im Foleenden einen neuen Beweis desselben darzustellen 


hemma. 


no= 1] Im — f [i ’ 


— / —+ f 1” = 0 0 © u f Du / PD r Bu A 
l A Us.“ — \d 164 J Hi; j? M / 'Z2 u 2 


wo e eine posilive ganze Zahl bedeutet. Sind die Coefficienten A,. 4,, elc. ganze 
Zahlen. so werden 4,,. ts, etc. ebenfalls ganze Zahlen sein. Dies ergiebt 
sich unmittelbar aus dem Salze. dals jede ganze ganzzahlige symmetrische 
Funelion der Wurzeln einer Gleichung eine ganze ganzzahlige Function ihrer 
Goeflicienten ist. 

2”, Wenn e==p" Potenz einer Primzahl ist, so sind die beiden 


Polynome //\.r — eo) und ///xc— ea‘) einander idenlisch congruent mod. p. 


Es ist z.B. ,=0opy--apöd- ...; erhebt man diesen Ausdruck 
wiederholt zur »"” Potenz. so ergiebt sich leicht 45 = u,-— pH oder 
ri U ° . . im . 

Hl = — 2, wo JH eine ganze eanzzahlive symmetrische Function von 
p | ii 
0,5; Y 5... milhin einer ganzen Zahl gleich ist. Man hat also 45 = u, (mod.p). 
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Aber nach dem Fermatschen Salze ist 4? =4, (mod. p), A==34, =, etc. 


zuletzt 75; = 4, (mod. p), folglich auch «,==4, (mod.p) *). — Es sind also 
je zwei entsprechende Coeflicienten der erwähnten Polynome einander con- 
gruent mod. p, w. z.b. w. 


Zu dem Satze selbst übergehend, unterscheiden wir zwei Fälle. 


Fall, wo n=u«a* Primzahl-Potenz ist. 


Die Gleichung, um die es sich handelt, ist 


Nehmen wir an, Ä sei zerlegbar in das Product zweier ganzen ganzzahligen 
Funclionen von x, deren höchste Terme die Einheit zum Coeffieienten haben. 
und bezeichnen wir diese Facloren, welche respective von den Graden 4, u 
sein mögen, mit A’ und X”. Es sei noch A’ —= //{z— o). 


Da die » gewisse Wurzeln der Gleichung X—0 sind. mithin der 


Bedingung »""—1 genügen, so ist //(z— we) —= (r—1)'; ferner nach dem 
vorhergehenden Lemma //(= — wo") = I/(z=—») (mod.«), folglich anch 
X =(2—1)' (mod.a), d.i. 

A —= (r—1)-+ay(e), 


wo (x) eine ganze Function von x mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hat 


(2) eine ähnliche Bedeulung, so findet man ganz ebenso 
A" = (re —1)"+av(e). 
Die Multiplication der beiden erhaltenen Gleichungen giebt 
X —= (2 —1)tH" + av(e)(e —1)-+ap(z)(e 1) Hd p(la)w(r). 
Setzt ınan in dieser Gleichung «==1 und hebt den Factor a einmal auf, so komm! 


1= agp(i)w(i), 
was unmöglich ist. 


Allgemeiner Fall. 

Es sei n—= arb’c/d’.... wo a, b, c,... verschiedene Primzahlen be- 
deuten. Sei ferner A—0 die Gleichung für die primitiven n'“ Wurzeln der Ein- 
heit. Trennen wir nun den ersten Factor a“ ab, setzen bFerd?... — n’ und 
bezeichnen die Gleichung für die primitiven »'" Wurzeln der Einheit mit Y—=0. 





*) Ist A, negaliv, so gellen diese Schlüsse für ein ungrades p; für p =? ist aber 
ebenfalls AP =4, (mod. 2). 
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Wir wollen annehmen, dafs die letztere irreduclibel ist, und beweisen. dafs 
alsdann X =0 ebenfalls eine irreductlible Gleichung sein mufs. 

Es sei wieder gegen unsere Behauptung A= A’X”, wo die Facloren 
ganze Polynome in x mil ganzen Coeflicienien und resp. vom Grade 4, u 
bedeuten, und es sei auch wie oben X’ —=I//(x— w). 

Da die w gewisse primilive x” Wurzeln der Einheit sind, mithin die 


sämmtlichen Wurzeln der Gleichung // (2 — ©) —=0 primilive nr" Wurzeln 


-_ 
en 


der Einheit, also der Gleichung } 0 genügen, die letztere aber als irre- 


ductibel vorausgesetzt worden ist, so erhellt leicht, dafs J//(e— wo") = Y’ sein 
mufs. Aber nach unserem Lemma ist die linke Seite = //(w — mw) d.i. 
X" (mod. «), folglich auch Y* == X’ oder 


X' = TF’1uaole), 
wo g(xr) eine ganze Function mit ganzen Coefficienten bedeutet. Ebenso 
folgt. wenn ıw(“r) eine ähnliche Bedeutung hat, 
A" —= Y*tavw(e), 
also durch Bildune des Produets A’ X” 
X— Y't"-avle) Y’+agla)Y'+Ädgple)w(e). 
Setzen wir in dieser Gleichung #=[, wo {£ eine beliebige Wurzel 
von Y = 0 bedeutet, und bezeichnen den Werth von X einstweilen mit Ä‘;, 
so folgt 


X, = a’y(S).w(ü). 


Um Ä- zu bestimmen, bemerken wir, dafs die Wurzeln der Gleichungen 





X—=0, 0 
‚ w—1 
’ u ar —1 r & ’ 
nicht nur der Gleichung — =0 senügen,. sondern auch sämmtlich von 
n 
. . . h 5 x” —1 vw xt —1 . 
einander verschieden sind, woraus folgt, dafs — durch ee 1 theilbar 
ee 
ist, d. ı 
n ( vr 1) Pe \ ar —1 ( 
2" —1=\r' —1JX.%2, oder —— —=I.9(r), 
ve —1 


wo (x) eine ganze Function von x mit ganzen Coefficienten bedeutet. Für 





xz=—[ erhält man hieraus 
d = A; (©) 


und durch Substitution des oben gefundenen Ausdrucks von A‘;, mit Auf- 
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hebung des Factors «a: 


(s ya ( euer 
1 Sam ap(S).w(5). (5): 


welche Gleichung mit Hülfe der Gleichung 70 oilleubar auf die Form 


-1+ac+acl-+aclö— ---— act” 


17x )—i () 
| > 


gebracht werden kann, wo ec, ce‘, €” ... ganze Zahlen bedeuten. 
Hieraus folgt wegen der Irreductibilität von Y == 0 auf bekannte Weise 
ur 
welches absurd ist. 
Combinirt man das so eben Gezeigte mit dem ersten Fall, so folgt, 
dafs X=0 eine irreductible Gleichung ist, wie auch rn zusammengeselz!i 
sein mag. 


Berlin. den 22. December 1857 
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Note sur les normales d’une conique. 
(Par M. A. Cayley a Londres.) 


On connait les recherches tres-elegantes de M. Joachimsthal sur les 
normales d’une conique; en parliculier l’auteur a oblenu le theoreme suivant: 
en supposant que 1. 2, 3, 4 soient des points d’une conique tels que les 
qualre normales se rencontrent dans un m&me point, on prend le pöle de la 
droite (1,2) par rapporl a la conique el on mene par ce pöle des perpendi- 
eulaires aux diamelres de la conique; cela etant, en prenant sur chaque diametr« 
dans le sens oppose un point dont la distance du centre est egale a la distance 
du pied de la perpendieulaire sur ce m@me diametre, la droile menee par ces 
deux points passe par les deux points 3 et 4. Mais celte propriele peul 
s’enoncer d’une maniere beaucoup plus simple; la droite dont il s’agit est la 
polaire (ou autrement dit l’harmonicale) — par rapport au triangle forme par les 
deux diamelres et la droite situee a lFinfini — du pöle de la droile (1,2) par rappor! 
a Ja conigque. Or on sait que lidee de la perpendiculaire peut elre genera- 
lisee. Savoir en prenant une conique quelconque que nous appelons la conique 
absolue, deux droites harmoniques par rapport a celle conique peuvent eire 
appelces perpendteularres (et de m&me deux points harmoniques par rapport 
a Ja conique absolue peuvent elre appeles perpendiculaires). Cela pose on 
peut parler dans un sens plus general des normales etc. d’une courbe queleonque. 
En effet, que Fon s’imagine comme auparavant (outre la conique absolue ) 
une conique donnee quelconque et quatre points 1, 2, 3 et 4 de celte conique 
tels que les normales se rencontrent dans un meme point. Au lieu du triangle 
ci-dessus mentionne on a le triangle forme par les trois axes harmoniques 
(ou auirement dit, conjugwes) communs aux deux coniques, et le th@oreme 
peut s’enoncer comme suit: En prenant le pöle de la droite (1,2) par rapport 
a la conique donnee et puis la polaire (l’harmonicale) de ce pöle par rapport 
aux axes conjugu6s de la conique donnee et de la conique absolue, celte 
polaire passe par les deux points 3 et 4. Ou ce qui revient a la meme chose: 


on peut considerer les points 1. 2, 3, 4 comme les angles d’un quadrilatere 
inscrit dans la conique donnee, les quatre tangentes a celtle conique aux points 
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dont ıl s’agil seront les cöles d’un quadrilatere eirconserit a la conique donnee; 


cela etani les six cöles du quadrilatere inserit seront les polaires (les harmo- 


nicales) — par rapport aux lrois axes conjugues de la conique donnce et de 
la conique absolue — des six sommels du quadrilatere eirconserit. 


Pour d@montrer cela, je fais observer qu’il est permis de rapporter 
la conique absolue et la conique donnde aux lrois axes conjugues conimuns. 
c’est-a-dire de prendre 

ty 12: — 0 


pour equation de la conique absolue, ei 


ar +-by’ cz — 0 
pour equation de la conique donnee: cela pose (el en observant que d’apres 
la definition deux droites Ar -- By-- UÜz=0, Axc-By-ÜUsz=—0 seront 


1 


perpendieulaires ss AU + BB’--CC'=0) on obtient sans peine 





a(b—ec) , yle—a) , zla—b) _ 0 
LE; | Yi 7 








pour equation de la normale au point I, en designant par (&,,Yy,.,*%,) les 
coordonnees de ce point. On a de meme, en designant par (w,,Yy,,2,) et 


(23. Y3, 3,3) les coordonnees des points 2 et 3 











z(b—c) , yle—a) , z(a—b) N 
KL, Ä Y, 2 s 

x(b—e) 4 mn. AN 2(0 — b) 
r Y, 3, 


pour les equations des normales aux points 2 et 3; et la condilion qui exprime 
que ces trois normales se rencontrent dans un m&me point sera evidemment 











1 1 1 
. ’ j ’ er 
LK, Y “ 
1 1 1 
— 
4, Ya S, 
| 1 ) 
| LK; , Ya ö 2, 
Mais les coordonnees (2,.Yı, %,) etc. satisfont a l’equation ac? +by’-cz’ — (0. 
on a done aussi 
2. Yı 7% 
u, Y» - — 0 
2 2 Y 
20, Ys 2% 
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et de ces deux equations on deduit la suivante 


2 Yıs “ 
a ” a 


Be Ya Bm 

[z.. Y33 2, | 

en designant par le symbole qui forme le premier membre la fonction 
VNRSTONAITRNFRNHF BY + B3Y 2. 


Gest ce qui resulte de Jiidentite 


11 ) I 
| Fr u re 
Ir Y > "Fs Y >) Ip: - > It, Y; Ri 
Reed Bu EB en | } 
L 3 = . | p Ya, | . Le Yoa MIT Yız,d5 Yo% M | * > | nn „ Gm 
| » J » I n ) y y. 2 
[2,.y..2 Im. va. 2 2: .Y..2] | 
a2 39)3 Y32%3| m 





Car le determinant qui forme le second facteur du premier membre de l’equation 
ne sevanouissant pas, c’est l’autre facteur qui devra s’@vanouir en verltu des 
deux relations donnees. L’&quation de la droite (1,2) sera 


4 


a, Yy, % 
| LT, 5 Yı a 2a —m—— V. 
TC. y . = 





les coordonnces du pöle de cette droite par rapport ä la conique donnee 


ax +by’— ez’—=(, seront 
5.4 — ) a Ir —7,):— — 
a —Yı2 (2 >B TıYa — Doyı) 
Ar ) N ev „7, ) > ı) N 


Mais les deux equations ar by ca} =0, arz-+by3-+cz23—=0 donnent 

abc —yH— 3: — 7:0 yY — Cıyı; par suite de cela les coor- 

donnees du pöle deviennenl 
we 04 

„tr ta € YtrYV, , 

l’equation de la polaire (l’harmonicale) de ce pöle par rapport aux trois 

droites (e—=0, y=0,2=0) sera donc 


| 





» | 


7 


| 


f " %» } | a /[ ry® | [2 4 | “> - . — 
(yatya)t ya) teyı) = 0, 


laquelle peut &tre representee comme suil 
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el, en subsliluant (2,,y3,2;) au lieu de (z,y,2), on voil que la droite don! 
il s’agil conlient le point 3. De meme cette droite contient le point 4, d. 
sorie que le theoreme se trouve demontre. 

Observons encore que dans la geometrie de la sphere on peut prendr: 
pour la conique absolue la conique imaginaire qui est l’intersection de la sur 
lace spherique avec la surface conique imaginaire 2 -+- y’+z°=-(0. Le mo! 
perpendieulaire aura alors la signilication ordinaire et on aura pour les coniques 


spheriques ce theoreme Ires simple, savoir que les six cötes du quadrilater: 


inscrit seront les polaires (les harmonicales) — par rapport aux trois axes de 
la conique spherique donnee des six sommets du quadrilatere circonserit 


C’est ce qu’on reconnait aussi par l’analyse que je viens de donner, laquelle 
en effet est preeisement celle dont on se servirait naturellement pour les 
coniques spheriques. 


Londres. le 10 Mars 1857. 











Addition Aa la note sur la composition du nombre 4% 
par rapport aux vingt-troisiemes racınes de Punite, 
ınseree dans le tome precedent, page 192. 

(Par M. A. Cayley a Londres.) 


M. Kummer a bien voulu m’eerire une lettre oü il remarque que 
|e cube du facteur complexe du nombre 47, multiple par lunite com- 
/ 


#7, 


exe convenable, peut effectivement se decomposer en deux facteurs reci- 
proques; c’est a dire qu’il existe une unile complexe E(«) telle que 


F 0) at! a” u” t a U E a! = - F G) F [a 


j» 


c 


Pour F «) M. Kummer a trouve la valeur 


Flo) = "+ +a" ae” — a" +0 


fonelion qui par consequent est l’un des 22 facteurs complexes de 47°. Dans 
un posiseriplum M. Aronecker m’a communiqu& l’expression suivante de cette 
unite complexe 


. ei 
a | 





j 
J 


(e’+a')(a’ + a't)(a'’ ta) 
equivalente a llexpression en fonclion enliere: 


1\—23a --20° —20a —21e? —Ia” —17a0' —4a — 140 — Ba" — 12 
(eo) | | j a 

230" --207—20e"—2 1e?— 3a" —17 a" — 4a” — 14" — 8a —120". 
Ein supposant que cette valeur de E(«) soil connue, on lrouve sans peine 
une condition a laquelle F(«) doit satisfaire. La valeur que j’ai donnde pour 
(e" oe" tete” -+e— ea) contient le terme constant -—- 6; en y ajoutant 


la quantite evanouissante —6(1--@-+- +++”) elle se reduit a 


| a — da - 30” — 10’ -+ 9a“ +30 - 12. - 3a" 


i 


‘ 


14 0”? a" — 30” + 3a -- 100° 4 90° 4 30-120" 4 3a” 
et en multipliant ceite valeur par E(«), le terme constant sera -—- 808; donc 
en v ajoutant la quantit& evanouissante — 808 (1--@ +... «”) on obtient 


E(e)(@« "a" ta” a’ ta) 


Be Ba — Be — 7 Tat Ar — 3a — 7a Ba TE — Ta" — Ha 


50? gt 7 70 ad 3 Tl BT Tr — har. 


17. | 


T 
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En representant cette expression par B’a + C’a’--+.-4K’a”, j’eeris 

Ba -+- Ca’... -- Ka” 
— (a+ba + ++ ka”)(a+ bar... + ka) — (ab... k)l-at 40 
equation qui subsiste pour «@—=1. On a done 


B ++... 4K' — (atb4.. 10 -33(@ 04.) 


ou d’apres les valeurs de B’, €, ... K'. 
—136 = (a+5-+..1 — 23(® 0-4... RR), 
ce qui donne 
(a+-b-+.+-+-A) = —136 (mod. 23). 


Un peut ajouter a (a--da --++---ke”) un multiple queleonque de (1--a-+ + « 


I 


et changer le signe; il est done permis de prendre («--5--...- k) positil 


> 


et plus pelit que #. Üela etant la congruence donne 


a+b-—-...-+k—5 
et on obtient alors 
a+b +... —17. 
\u moven de cette valeur l’equation ä laquelle il faut salisfaire devien! 
+2a — a -- 30° -—-Aa® — a 42a" 
207 — 0 + 30 40" — u 120 
(a+ ba: ++ ka”)(a-+ ba”... - 0). 
A cause des coelficients numeriques negatifs, les coeffiecients cherches «, b, ... A 


ne peuvent pas eire tous a la fois positifs; et cela etant il n’v a qu’une seule 


maniere de salislaire aux deux conditions ci-dessus &eriltes. savoir ıl faul 
donner a sept des coeflicients a, d, ... % les valeurs 1, 1. 1. 1. 1. I. —| 
et aux autres coelfficients la valeur zero; "expression 


4 | 5 | 2 I ) )) ) 
F(a) = «He +a Io" 10% — a’ 0 


saccorde en effet avec cette conelusion. 
Londres, le 6 Octobre 1858. 
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Leber eubische Gleichungen mıt ratıonalen 
Goeffieienten. 


(Von Herrn L. Kronecker.) 


D.: leizte Fermatsche Theorem enthält bekanntlich in dem einfach- 


ten schon von Kuler behandelten Falle den Satz, dals die Gleichung: 





r ”--1==0 nicht anders durch rationale Werthe von r und s erfüllt 
‚erden kann, als wenn r oder s gleich Null ist. Durch die Substitution : 

2a 3b —- 1 

 — ———, Zr: 

3b —A Y/) i 

erhält man: 
3b 1’ + —1) = 2(40 + 270° 41 

woraus der Satz hervorgeht, dafs die Gleichung: 4a — 276’ +1 0 
nicht anders dureh rationale Werthe von « und 5 erfüllt werden kann. als 
wenn 4 I, db= +! gesetzt wird; und es ist auch umgekehrt der oben 


erwähnte Satz über die Gleichung: "--s’—=1 eine Folge dieses leizieren. 


ı 


Da nun der Ausdruck: 44 -- 276° den negativen Werth der Discriminante 


der Gleichung: z&’-—-ax= --5==0 angiebt, so ist 
x mat Te-+ A () 


die einzige cubische Gleichung mit rationalen Coefficienten. für welche die 


Summe der Wurzeln gleich Null und das Quadrat des Products der drei Wur- 





zeldilferenzen gleich Eins wird. — Die Wurzeln dieser besondern Gleichung 


dritten Grades sind: 











N 2. NM Ba TE 

— sin —. + —- sin —, S 

ae pa ale u 

Der HKermatsche Satz über die Gleichung 2° —- y’ == 2° lälst sich daher. wie 


leicht zu sehen, in folgender bemerkensweriher Fassung aussprechen: 
Es kann die Discriminante einer cubischen Gleichung mit ratio- 
nalen Üoefficienten nicht die sechste Potenz einer rationalen Zahl wer- 


den, aufser wenn ihre dree Wurzeln 


2 . ‚, An 
m —- nyd.sin——- 








M--NYI.SNT, MT-MYI.SINT-. 


und m, n rabonal sind, 























Ueber eın Integral der Differentialgleichung 
1, AH _g 


DE -*7.. 6 








Von Herrn R. Lipschitz zu Bonn.) 
} 


Dn: Problem der Wärmebewegung in einem unendlichen Cvylinder 
führt auf eine Transcendente, die in mehrfacher Hinsicht den Funelionen Sinus 
und Cosinus analog ist. Es ist ein particulares Integral der Dillerentialgleichung 


EEE A me (ein 


or) , 1 ol(s) We TIORGERER 


or” ir or 
das durch die für jeden Werth von x convergirende unendliche Reihe 


} x? x’ x° 
I L) ——n ER . R en 972 


A u 








oder durch das bestimmte Integral 
Mi, | \n 
I(x) == —f c0OS\LCOSYV,OY 


dargestellt wird. Diese Function verschwindet für keinen imaginären Werth 
und für unendlich viele reelle Werthe von &. Denkt man sich dieselben 
nach der Gröfse geordnet und bezeichnet sie durch #, so kann jede für das 
Intervall von O bis 1 gegebene willkürliche Function von x in eine nach den 
I(6#x) fortschreitende Reihe entwickelt werden. Diese Eigenschaften der 
Function I(x) begründet Fourser im 6" Capitel der Theorie anal. de la 
chaleur p. 369 f.; Poisson hat dann gezeigt *), dafs dieselbe für ein zu- 
1 cosa-+sin.r 


nehmendes Argument sich dem einfachen Ausdruck I: ya immer 


enger anschliefst, und zur genauern Bestimmung für grofse Werthe von 





eine semiconvergente Reihe angegeben. Fernere Untersuchungen über diese 
und gewisse nah verwandte Functionen findet man in der Abhandlung von 
Bessel: „Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, der aus der 
Bewegung der Sonne entsteht” **), so dafs dieselben ein mannigfaches Interesse 


*) Journal de l’ecole polytechnique Cahier XIX, p. 349 ff. 
*=) Abhandl. der Berl. Academie v. Jahre 1825. 
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darzubielen scheinen. Im Folgenden beabsichtlige ich, erstens eine neue Ueber- 
einstimmung der J/(x) mit den trigonomelrischen Funelionen nachzuweisen, 
die hervortritt, wenn man jene slalt dieser in gewisse bestimmte Integrale 
einführt, und zweitens /(x) in ein bestimmtes Integral umzuformen, dessen 
Entwicklung die von Porsson aufgestellte Reihe mit Bestimmung des Restes 


ereiebt. 


Um den ersien Zweck zu erreichen, bemerke man, dafs das ange- 


führte Integral für /(x) sich in folgender Form schreiben läfst 


( 1.) I(r n - / ex cosp—i { Ti 


und bilde die Gleichung 


y £ u > u « 1 j BIN IEER ‚n ie ö ‚ P a 
(2.) / e I IBEIOZF = - / Aa zu 7 REIT, 
« ‚L «& € 


wo die Gröfsen a, b, m reell und positiv vorausgesetzt werden. Wollte man 
dieselben complex annehmen, so müfsie der reelle Theil von 5 und »n positiv 
sein. Auf der rechten Seite der Gleichung (2.) kann man die Ordnung der 
Interrationen vertauschen und die Integralion nach ©. vermöge einer bekannten 


Kulerschen Formel ausführen. Es wird 


- I (m) 





3. / ei —1)% ri dr Te ee —__ 
9.) (b— uacospy—1)” (b—uacospgy—1)” 
und die Potenz der complexen Gröfse ist dadurch bestimmt, dafs sie sich mit 
cosgy stetig ändern und für cosp = 0 auf den reellen positiven Werth 2 

> pn 
reduciren mufs. Für »n=1 wird /'(m) =1, und das Integral 
/ T op TE 
b—acosygy— ' D’-+a° e 
so dafs die Gleichung 
(4.) / u dr, de : — 
en Yb’-+u 


ensteht. Dieselbe gilt auch noch dann, wenn man db abnehmen und gleich 
Null werden läfst; denn da das Integral, wie aus der Porssonschen An- 
näherungsiormel erhellt, für = 0 einen festen Sinn hat, so wird weder die 
linke noch die rechte Seite der Gleichung unstelig, wenn man von einem 
sehr kleinen positiven d zu dem Werthe 4=0 übergeht, und es ist 
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2 37. | u 4 
(3.) / I Ar, Or = — 


da 


Um dieselbe Betrachtung auf die Gleichung (3.) anwenden zu können, wird 


angenommen, dafs »2 unter der Einheit liege. Setzt man yb’-- «cos y= 9, 
acosg R vo. ii 
-. = 8 und wählt 9 für cosy >0O zwischen O und }7, so wird 





KL Op w; 1 | 
(6. ) "aa ET u ———— ( n ! — - — - } ( 4 
. (b— acospy—1)” . (b—acespy—1)”" ' (b+acosgy—i)' 
tı (0 J 


fl 'cosmÜb . 
=== ——— 09. 
ın 3 


0 


- 





Damit man erkenne, wie dieses Integral sich verhält, wenn 5 in Null über- 
geht, werde das Intervall der Integration getheilt, so dafs eine Summe von 
2 Integralen entsteht, die sich respective von O bis 47 —d, und von 4n— 0) 


bis 377 erstrecken. Es bedeutet d eine positive Gröfse, welche so zu wählen 


. acos (In —0) asınd _ 
ıst,. dafs auch bei abnehmendem 5 der Ausdruck —— las oo übeı 
7 ) 


jede Grenze wächst. Dann wird der Winkel 9 für ein abnehmendes 5 in 


Ir und o in acosg übergehn, folglich das erste Theilintegral in 


2 cosımn # 090g 
a” s (cosp)” 


() 





er ’ ” TcosmYs. 
Dagegen kann man d immer so klein annehmen, dais sowohl ur 
« x \ 
—ı 





” el . u . * . fr ® ni er. 
als Fi Tree unter einer beliebige kleinen Gröfse lieven. weil m < 1 vor- 
“ cos i = : 


en 


ausgesetzt ist. Hieraus folgt, dafs das Integral (6.) für ein verschwindendes 


- 


2cosimn f':" 06 u]. 
b» den Ausdruck ef _— 7 _ zur Grenze hat. Das Integral / Min FR 








a” er (cosp)” (cosYy Y 


Y 


“ . “ 41 I \1 — _ 
ist gleich dem Kulerschen Integral erster Gattung / (1 — 2’): "ds und 


J 


. I(441—m))I 4) 
daher durch Integrale zweiter Gattung ausgedrückt — } n re =. Be- 
au 2 — 4m 





dient man sich nun der Kulerschen Gleichungen 


7 
T{Am)IT(1— im) = — (A) = yn, 
ERTEN 20) sinkmrt ’ 2) ie 





so wird 








2 cos4 mr Fr ı 0p I (4m) T(4(l—m)) FRE 
—- —— {oo S T — , 
. (cosp)” ey a” 


m 


ad 


0 
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und aus der Gleichung (3.) entsteht die folgende: 


- m eg ur Im) S(41—m)) S(sm) _. | 
(d.) TC I\aAr)cort = — _ sın mn —— 
5 > 





3 


nz 7 L : dd 


Die Gleichungen (4.) und (7.) entsprechen den bekannten Relationen 








er ne ’ b | a 
/ e"*(cosaw- y—1lsinar)öor = ——+y-1-—. 
ba” b’-+u 
/ nu . . / (in) mt MIST 
I a COS ar Y—1sinar)ox (cos \ Y—1sin —). 
a 2 2 


wo an zwischen O und 1 liegen mufs; und es genügt darauf hinzudeuten, dals 
dieselben Operationen, mittelst deren man aus diesen Gleichungen die Werthe 
von andern bestimmten Integralen findet, auf die Gleichungen (4.) und (7.) 
angewandt werden können. 

Die Umformung der Function / zur Herleitung der semiconvergenten 
Reihe beginne ich damit, in dem ursprünglichen Integral cosy =y zu setzen. 


wodurch 





% | - 
2 /"!cos(ky) 
(9.) I(k = J — — dv 
u \1—y" 
; cos(ky) mi: . . 
wird. Den Ausdruck Er ur | kann man als den reellen Theil der Function 
Yi-y' 
ri a . r . A z 
für z2= y2 ansehen, wenn ?=y—-J1 ist. Es soll nun in derselben 


l+2°) 
für z die allgemeine complexe Grölse =--y? gesetzt und eine Integration 
nach 03 = 0.r-- 0v.? ausgeführt werden. Nimmt man für «-- y? die übliche 
Repräsentation durch ein System rechtwinkliger Coordinaten in der Ebene. 
so gilt der Satz, dafs ein über die Contour einer geschlossenen Linie aus- 
sedehntes Integral immer den Werth Null hat, wenn die zu integrirende 


Function im Innern der eingeschlossenen Fläche überall eindeutig, stetig und 

’ . e . : et a pP 

endlich ist. In unserm Falle soll die Function LH über den Umfang 
2 )° 


eines Rechtecks integrirt werden, dessen Ecken die Punkte (0). (2), (Ar). (Ah) 
sind. wo A einen beliebigen positiven Werth bezeichnet; und man übersieht 
teicht. dafs die Function im Innern der Fläche eindeutig ist, wenn man ver- 
langt, dafs sie stetig sei und für 20 den Werth -—-1 habe. Für =: 
wird sie allerdings unendlich, jedoch so, dafs diese Stelle ohne Einilufs aul 
den Werth der Integrale ist, und daher der angeführte Satz keine Einschrän- 


kung erleidet. Beachlet man. dafs alle Theile der Integration entweder der 
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2 -Axe oder der y-Axe parallel genommen werden, und dafs man den Um- 
fang des Rechtecks in demselben Sinne zu durchlaufen hat, so erhält man 
folgende Gleichung: 


. (ebidy . heat) Ir „[! erttiHyd oO, (ho-kx Or 
0=if IV. ul on -| ar 
. (d—y’): !. (1+(x+1)"): J (1-+(h+yt)‘) (1-+-.r°) 
} , 0) u 0) 


I) 








Ks möge nun 4 über jede Grenze wachsen, so nähert sich das dritte Integral 
der Null, und durch Sonderung des Reellen und Imaginären giebt der Coelh- 
cıent von ? die Gleichung 


I cosky o Lett) dr 
9, / - — ann if . —, 
( ) h 1—y? B (1- (x - i)*) 





wo von der rechten Seite nur der reelle Theil zu nehmen ist. Setzt man 





an y, 

yze*+42.°—=o, ——1ig% und nimmt 9 zwischen O und 47, so ist deı 
3 Bz ji 

Nenner (14+(2-+:)’) — (2-22): — o!e”. Derselbe ist ferner gleich 


e"(2xc— ix’), wenn man diese Quadratwurzel entsprechend definirt; denn 


sei 42=1gW9 und 9 zwischen O und !n, so wird (2x — 2x2) — oe” 
und 9° offenbar — 9-47. In dem Integral der rechten Seite von (9.) 


wird nun kx —= eingeführt, und es folgt 
f 2 ek) Ir e-(k+an)ı [ “ eP B-:0d | 
. (GE In u1 2 0 7, / 2 


man hat ferner 2= e:”' und daher für /(k) die Transformalion 








1 cos(k —!; Pe | l | 
10) mtl era A Nop 
” } 2k ge f N id \. f 4 70] 


 sin(k — nr} ig / | | a 
ne > — Zune DE Di Br te > Ta 
sr ‚28h + IM. & (i EN? 
\ ) 


21 2h e 


Hieraus entsteht die semiconvergente Reihe von Porsson, wenn man dis 
) 


+ li > > 2 . N . 
Quadratwurzelgrölsen nach steigenden Polenzen von z- entwickelt und in 


jedem Gliede die Integration ausführt; dies Verfahren ist indels nur legitim 


Ya ry\ . . . 3 . wi 
für den Theil der Integration, in welchem a: < I bleibt. Dagesen eiebt deı 
“R & 


begrenzte T'aylorsche Satz für jeden Werth von 3 die Reihen 
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| 1 
ıD‘ 38 N 
| 5 
b al a ak 
1.3 78% 1.3.5...(dm—5)/7 AN? | 
3 5 EEE \sr)t*+- (—1) Ir fc (5) )- (-1)" R.. 
| 2.AN2h/ | 2.4.6... (Am—4)\ 2k | 
| 1 


5) (ri) 


Dr I) 1.3.8 7}  % ) \n 35.4 Im—-3) AN m—i ! ; ! 
2? (1 9] zen er 6 57 ) er (3 F Bu. _— Ar )- \ 3 & R, ° 
e u ha u ‚DNMN/ . 


2.4.6...(Am — 2) \2k/ 














wo der Kürze weoen 


1.3... (Adm—1)/ AN” l 1 
R Sinn; (EA ug: PERBENE SONNE - 
2.4 ‚dm Dr. (i ‚ED \ tm +1) (44 U(4m-+1) 
26) ei sn) 


> 1.3...(Am- ) / N 1 | 
RR, de ma) PN a 


e 











2.4... (dm-2) \2k/ Bi u PIE: 3 u 
(i- ir 55 en 36) 


sesetzt ist. und &, & echte Brüche bezeichnen. 
Wendet man diese Reihen auf die Gleichung (10.) an und integrirt 
nach der Formel 


( erpop = Tltty) = - p- 


2377; 


wu 


so entsteht die gesuchte Darstellung 





(/ D= cos(k— 17) 4 Lug gm: ”. u An S 


ayık | 1.2 \Sh 1.2.3...(2m—2) \Sk 















\ sin(h Im) (1 Ban”. w N mz n- Sy 
i F > — | Be ..— ? - r 1 (2) r ( — m NS’ 
| hr. . i 


> 
> 
1.2.3...(2m 





yzyıl 


EB N. em iu. Fr RAR, i 


st 2k 









Au IR () 
’ — :sin(k—! m) u. ! « 
NW Bez En [e =R,6, ), 
zT 2k “ 


() 








und selzt man 4 (dm--1)arctg —— —= 4, —#, so darf man 


(4m + 3) arcig 





DO 


E, 
sehreiben 
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S cos(k—!rn)1.3.. ET ea I er eP r—3cosAd D 
De — 
zyAh 1.2.3...2m \4h 4, (ehN em+D 
.- r "(57 


Ss. sin (k — ı 77) N mi EZ I) Bes yn sind’ Oj 7 
” E 1.93.02 2.3.(2m+ BT Al RE 


( ) 


Der Zahlenwerth dieser Integrale wird vergröfsert, indem man in ihrem Zäbleı 


cosi und sinA’ durch die Einheit ersetzt und im Nenner den positiven Summan- 


&d e » „. gp "T . r P} 1) £} [) . 
den (5) fortlälst. Nach dieser Vereinfachung lassen sich die Integrationen 
DZ ö 


ausführen, und beide Ausdrücke gehen resp. in die (m--1)'" Glieder der Reihen 
über, welche die rechte Seite der Gleichung (12.) bilden. Daraus zieht man 
den Schlufs, dafs diese semiconvergenten Reihen die Eigenschaft haben, durch 
jedes neue Glied das numerische Maximum des Unterschiedes zwischen dem 
Werthe der Function und der Summe der angewandten Glieder zu bezeichnen. 
Zum Schlufs bemerke ich, dafs die Funetionen 4; , welche in der 
angeführten Abhandlung von Bessel untersucht werden und gleichfalls in der 
Theorie der Wärme ihre Stelle haben, einer ähnlichen Behandlung fähig sind. 

als die /(A). Diese Gröfsen werden durch die convergente Reihe 
k ( k” k' hö 


N =; — 1 +. Ä BIENEN ERDE. REINER: SR» 
| 2.4...2h0 2(h+1) 1 2.4.(A+1)(A+2) 2.4.6.(A+1)(A+2)(At3) N 





oder durch die bestimmten Integrale 





cos(kp — ksingy)dy 


1 ku) 


2 
zn 4 \ . 2 = 
z 2 — cos (k cosw)sin” » 0w 
7 nf i 

{} 








ausgedrückt und genügen der Differentialgleichung 


2 (h) Pa (Ah) 

ec 14)” Be 

u Sr u 
Im 25°” Bande der astronomischen Nachrichten von Schumacher p. 94 hat 
Jacobi für dieselben die folgende semiconvergente Reihe angegeben. welche 


der Reihe (12.) entspricht: 
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/ anna) _—_ \ 
17 = 


(1—4h?)(9—4h’) , (14h?) (9 — 4°) (25 — 44h?) (49 — 4’) 


in(k+( yan)y A 5 








7] 3% ! 1.2.(8%)° 1.2.3.4. (8%k)* . 
cos(k+(—1)"Ir) (1—4h? (41— 41°) (9— Ah?) (25 —A4h?) | 
Yny4h I sh 1.2.3.(8%)’ 


Sie entsteht, genau wie die Reihe (12.). aus dem Integral (10.) durch Ent- 
wicklung des folgenden Integrals 


(h) 
a», 








7 \ )h-1) | (GAh-1Y 
u; | / BGH id an 
cos( k—U2h- Da)/ eP BAD 1— — rii+S> oß 
) | i ® 5 al ah 
| 5 . (2 ii T\ 2, », = iBN ( If; 1) iR \ ’n-1) 
‘1 ‘) ; » Q1(9} f N N\2D 
‚sın(h — (2 1 Da)f e WEL 1) (4 an) (1437 O/ 


Bonn. den 14 Juli 1858. 


























Ueber einige Gattungen elliptiseher Integrale. 
(Von Herrn O0. Röthig.) 





Von den Integralen von der Form: 


’ (z)dx 
1.) / . 
atax+ta,X0"+a,c’}” 


t 0 j * 





m 1 oder 2, f(x) rationale Function. haben sowohl ZLegendre im 2% 
25°" und besonders im 32°" Capt. seines „traite des fonctions elliptiques 
als auch die Herren Minding und Fichelot im 9” Bande dieses Journals 
pag. 295 und 407 verschiedene specielle Fälle behandelt. Dennoch scheint 
bis jetzt ein allgemeiner Satz noch nicht bemerkt worden zu sein, der sich 
folgendermafsen aussprechen läfst: 
Die Äntegrale von der Form (1.) lassen sich auf elliptische Inte- 
grale bringen, deren Modul 4/2 +y3 ist. 
Ferner behandelt Legendre im 32°" Capt. des genannten Werkes speeiell« 
Fälle des folgenden allgemeinen Integrals 


: (a)dr 
2.) $ finde 
Ia,+ 4X-+ a2” La,c’+ ar 4 


| I 








Is| 
RI2 
= 


m— 1 oder 3, f(x) rationale Function; und giebt dort eine Substitution 
an. durch welche auch leicht folgender allgemeine Satz bewiesen werden 
kann. den er nicht anführt: 


Die Integrale von der Form (2.) lassen sieh auf elliptische Integrale 
bringen, deren Modul } ;st. 


Diese beiden Sätze sollen im Folgenden bewiesen werden und zwar dadurch. 
dafs (1.) zurückgeführt wird auf das Integral 


(3.) 
und (2.) auf das folgende 


iu) du 
J Yetu? 





\ e= +1, 





u?) du 


4. 
(4) yi-+u' 


Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 3. 














198 Rothig, uber einige Gattungen elliptischer Integrale. 


von denen dann leicht zu zeigen ist, dafs sie durch die oben genannien el- 
liptischen Integrale ausgedrückt werden. Um zunächst (1.) auf (3.) zurück- 
zuführen, sei « die reelle Wurzel der Gleichung 














P= 40" +040” 4044 = (0, 
und es sei 
P = 42° +42” 4424 = (0 —o)(b+b0 +8). 
Setzt man nun: 
b+-b,2-+2° = (2 — a)’, 
so wird: 
—(b, +2az’)+] (b? —40) +4(b+b,@-+e*) 2’ = z ; v.: 
q Be "7 3 u (ae, 
f .» 3 = 2 9) 2 I9/ ie BB 
dx ii nd Kun hi ONE TER ae. 


d-3%° 2? 1—z)’/( —)TAb+0,atar) 2° 


fa 


( — aymym 





Bezeichnet man noch yY(&—45)-14(d-d,e-0°)z’ mit R, so erhält 
PS) +R.w,(z) 

p(2)+ R.y, (2) 
tiplication mit 9,(3)— R.w,(z) sofort in die folgende übergeht: 


welche durch Mul- 





nach ausgeführter Substitution die Form 


p(z) + R.w(z), 


in welcher (2) und w(2) bekannte rationale Functionen bedeuten. 


Führt man jetzt die so eben entwickelten Ausdrücke in (1.) ein, so 
nimmt dies Integral die folgende Gestalt an: 


AN ı [ (2) dz 
St@dz+f R ’ 


wo f, und f gegebene rationale Functionen sind. Da das erste dieser beiden 
Integrale durch bekannte Functionen integrirt werden kann, so bleibt nur noch 
das zweite zur weiteren Behandlung übrig. Dieses hat aber die Form: 














(5.) $ a „ie 
y(b? —4b)+4(b+b, @+a?)2° 


Sei nun: ,—4b=e:4; b+b,a+a—=EB, so dafs A und B die absoluten 
Werthe der Coefficienten unter der Wurzel, & und @ +1 bedeuten. Es 
seht dann (5.) über in: 








f f. (2) dz 
VeA+4e Bz? ’ 
































Be 
Tr —— Ne 
2 r 
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welches Integral durch die Substitution 








g— KT; jA 
r 72 
die folgende Form erhält: 
ku) du 
J eu? 


wodurch also in der That (1.) auf das Integral (3.) zurückgeführt is. Um 
nun zu zeigen, dafs (3.) durch elliptische Integrale mit dem Modul 472 +y3 
ausgedrückt werden kann, setze man 




















um y—s, 
wodurch (3.) übergeht in 
(6.) ri; - ne — j 
y3—3ey’+y 
Nun sei: 
. n1—-V1—v?. 
Y sen 6 = e) 
1+y1—v 
es folgt dann 
: „ 1—-YI—V? 
vr 1a 


es l 


und, wenn 4y2+.y3=c gesetzt wird, 





























_ | 4— ev? £ 
Y3--3ey’+y* = 2/3 Esul.äh -ı dy = Y3 —— m —. 
1+ y1—v’ y1— v*(1+y1— v?) 
Da aber aus diesen Werthen leicht geschlossen wird, dafs: 
Iy 1 lv Zum 
u = - ‚, ce—= 4y2-+teys, 








Va—3ey’+r! 273 YA —ew) ’ 
so erhellt, dafs derjenige Theil von (6.), welcher nach Einführung der Sub- 
stitution in © durch bekannte Functionen nicht integrirt werden kann, die 
Form annehmen mufs: 

B (v) dv r — 

/ Ku =; 1 4y2--ey3. 

Yd— vo?) (1— ev?) 
Hierdurch ist der erste Satz bewiesen. Es mag noch bemerkt werden, dafs 
die f in den Integralen (3.), (6.) und dem letzten natürlich weder untereinan- 


der noch mit dem f in (1.) identisch sind. 














Zum Beweise des zweiten Satzes, also um zunächst (2.) auf (4.) 
a@+ßz 
+2 





zurückzuführen, schaffe man durch die bekannte Substitution x — die 


26 * 
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ungeraden Potenzen aus dem Ausdruck vierter Ordnung unter der Wurzel 
im Integrale (2.) fort und gebe demselben die bekannte Form: 


rn u (x)da 
a F— . 


+ [d- 29) 1 — Rx]? 








Da ferner f(x) die Form erhalten kann: 

gar) +aey(e‘), 
was bekannt ist, überdies oben gezeigt wurde, so zerlegt man (7.) leicht in 
die folgenden beiden Integrale 


> ‚2 1 . . x ”)d. . 
(1.) / BER. in. —— und (II) j 4 ch EEE 
J [1— 2°) 1— k?x®)]* I(d— a”) 1—k’a 3]? 


deren jedes auf (4.) zurückgeführt werden soll. 








Zur Reduction von (1.) setze man wie Legendre im 32°“ Capt. des 


‚traite des fonclions elliptiques” 








(1— a.) 1-— Kr) = r*z", 
So wird 
(141°) + y(1—%k?)’-42° A+1k*)4 (1+K?)YA—k®)’+43°+22° 
ee SE dc = ei nA — ı + 2’ dz, 
2 (k"— z*) (k’— 2°)” y( —.k? )" 1421 
und daher, wenn P = (1— x°) (1—k’x’) gesetzt wird, 
de (1-+A)+(1I+-Kk’)ydi k*)" 42'-+-22' „m de 
- er+1(h — 24)? Y(1— hr)? + 42° 
pP’ 
Da nun zufolge der Voraussetzung m immer eine der Zahlen 1 oder 3 be- 
deutet, ”*' also immer gleich x? oder x* wird, und in x? nur y(1—%?)’ --4z' 
| Es Ds yla’)da ’ a 
eingeht, so folgt, dafs in dem Ausdrucke —— alles auf rationale Weise 
Pp+ 
durch y(Ai— A’) -+42° ausgedrückt ist. Hieraus wird klar, dafs Integral (1.) 


nach Abscheidung des durch bekannte Funclionen integrabeln Theiles durch 
die angewandte Substitution auf die Form 


sebracht ist, in welcher f defswegen eine Function des Argumentes 2° be- 
deutet, weil durch den Werth von x sowohl, wie auch sonst, & nur in geraden 


Potenzen eingeführt wird. Dieses Integral nun geht durch die neue Substitution 
13° — (1— k’)’w‘ 
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FE du 
Yitu! ’ 


welches mit dem Integrale (4.) identisch ist. 


sofort in das folgende über: 





Was Integral (11.) betrifft, so könnte der behauptete Satz füı 
selbe leicht auf andere Weise bewiesen werden, als es hier geschehen 
Es ist jedoch die folgende Methode wegen der Uebereinstimmung mii 


bei (I.) verfolgten vorgezogen worden. 
Man setze zur Reduction von (11.) auf die Form (4.) 
1—z)1—Kır) —= z%. 


so folgt: 





(1+%?)+ y1—h?)?+4h?2° 


2k” 





also 
x dx 23m dr, 


nn 


Va—ary+4Rz° 








soll 


! 


Wiederholt man hier die bei der Behandlung von (1.) gemachten Schlüsse 


so erhellt, dafs das Integral (II.) auf die Form: 


/  Fe)d 

aa 

gebracht wird, welche durch die Substitution 
AK! — 1— Ki 


ebenfalls in (4.) übergeht. 


Es bleibt daher nur noch übrig zu zeigen, dafs Integral (4.) durch 


elliptische Integrale mit dem Modul y4 ausgedrückt werden kann 


Hierzu setze man: 





9,2 
2 -Y 
nn 1—y*? 
so wird leicht 
plu’)du  gY(y’)dy 
it yi—y’ 


Es ist also (4.) auf 








yAZaE: 
ef 
gebracht, welches Integral durch die Substitution 


2 


yv_=1-—r 





1as- 


l 


302 Röothig, über einige Gattungen elliptischer Integrale 


f p(v*)dv 
YA—v’)(1—4v®) 


ın die Form 








hereeht. wodurch der Satz bewiesen ist. 

Die Gonstanten, welche durch die hier angewandten Substitutionen 
als Factoren vor die Integrale treten müfsten, sind wegen der willkürlichen 
"unelion unter dem Integralzeichen fortgelassen worden. 

Aus den vorangehenden Betrachtungen erhellt noch leicht, dafs fur 
die Integrale von der Form: 


3 (x) dr , 
/ ix) a i m—]1 oder 2. 
I 





m 


latac-+a,r’]° 


derselbe Satz gelt, wie für die Integrale (1.); und dafs für die Integrale 


2 x) dx . 
F [\3) —, m— 1 oder 3, 
S Tataeta,r”]* 


ja 


ron der Form: 





ebenfalls derselbe Satz gilt, wie für die Integrale (2.). 
Ferner bemerke man, dafs die Substitution, welche die Integrale von 
der Form (1.) sofort auf elliptische Integrale mit dem Modul y4 zurückführt. 


die einfache Form annimmt: 
41—r: 1—_ Kr: 
1I— U” — + — ode 1—v" = +) —— 
x Ihr — | ’ 


und dafs ebenso die Substitution 
en 2 Ä 1, A—k’x? 

| oder 1-vV” = + —- Y—— 
1— Kir? u; 

dasselbe sofort für die a: (11.) leistet. 


Schliefslich mögen hier noch einige specielle Fälle der Integrale (1.) 


1 — uU —  & k 


und (31.) angeführt werden, die sich durch bekannte Functionen integriren 
lassen. Bezeichnet man nämlich mit 9% den Ausdruck [(1— u) (1— k’u’)Y‘. 


so gelten or — Gleichungen: 





























-k° re dr 1 ryh or 1 Fr 
— "7 —= „—. log arctg 
e - Lk? IE FXr 2yk 8 vk— Fr yk O xyk 
2- . A rk“ \.r” dr 1 sdatadr 1 adır 
/- — — >— log 30 arcig —— 
a—ı up DE +. :A— hie‘) Ir 2a’dta sya—adr u’da ucro 
f2 21.2" dr 1 ey k+ör 1 FL 
R ee PIE Bee ve 2 
| — (1-+4°)2* ($r)’ Akyk 7° ayk— dx kyk ° xyk 
fi ; i . -(14 h). r” x’dr nit ol xdba+ad.r en EIERN... 
& ala : I & EEG.) TEE BR.’ DEEEIE „7 2 (Fr) Lada)? xda—ahtr | alte) oa 
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die man vermittelst der Substitution 


2 np 3 


(1— 2) 1—Kzx’) = r*2 
beweist. Ebenso findet man durch die Substitution 
1— )(1— Kr) = 2% 


die folgenden beiden Integrale: 








/- 1 1+k’— 2h?’r? Ta AN. og terta 4 Ben Fa 

a— x?’ 1—k’ad)+k?1—r?) Ir da Ia— Hu ga 9 Dr 

£ | 1+k’— 2k’x’ x dx 1 em dea+Yr | l u Fr 
_———: —_— - . -— II —— Dun nt ———— AUCIO 
a’—ır” (1—k’a?) + k’1—.ır?) (Y4.r)’ 2(de)’ "Ia— Hr | (da) 


Berlin, im Juli 1857. 
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Ausdehnung eines Satzes vom ebenen Vierseit 
auf räumliche Figuren. 
(Von Herrn O. Flermes.) 
g. 1 


W enn man mil /, %, ©, w resp. in der Geometrie der geraden 





Linie. der Ebene und des Raumes die Abstände von zwei festen Punkten, 


von drei festen Geraden uud von vier festen Ebenen bezeichnet, so erhält 
man in der Geometrie der geraden Linie als Gleichungen eines harmonischen 
Punktsystems 

IUt-—- mu —=(. lt = mu. 

. Diesem System entspricht in der Geometrie der Ebene das System 

einer Geraden und eines Punktes, deren Gleichungen sind: 

(9): Ht--mu-nv —(, 

(Pp):t=mu—=m, 


und welche in der Beziehung zu einander stehen, dafs, wenn man zu den Durch- 
schnittspunkten der Geraden g mit den Coordinatenseiten auf diesen die con- 
ugirten harmonischen Punkte construirt, die Verbindungsgeraden dieser Punkte 
mit den entsprechenden Gegenecken des Coordinatendreiecks sich im Punkte 
» durchschneiden: oder man kann auch g als die Axe und p als den Pol 
zweier homologen Dreiecke definiren. welche als Seiten haben die Coordinaten- 
seiten und die Verbindungsgeraden der Eckpunkte derselben mit den Durch- 
schniltspunkten von g und den correspondirenden Gegenseiten. Der Punkt » 
soll künftig der Pol der Geraden g in Beziehung auf das Coordinaten- 
dreieck ’*) heilsen. 

Ein ähnlicher Zusammenhang findet in der Geometrie des Raumes statt 
„wischen einer Ebene E und einem Punkte P, welche definirt werden durch 
die Gleichungen: 

(E) : lE--mu-+nv- pw= 0 





(P) : t=mu=nv = pw. 


*) Der Punkt » ist der Pol der Geraden y in Beziehung auf die durch die Coor- 
linatenseiten gebildete Linie dritten Grades. Verol. Salmon, Higher plane curves, Art. 155 
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Construirt man zu den Durchschnitisgeraden der Ebene E mit den Coor- 
dinatenebenen die Pole in Beziehung auf die entsprechenden Coordinaten- 
dreiecke, so ist P der Durchschnittspunkt der Verbindungslinien ‘dieser vier 
Pole mit den correspondirenden Gegenecken des Coordinatentetraeders; oder 
auch, wenn man zu den Durchschnittspunkten der Ebene K mit den Seiten- 
kanten des Coordinatentetraeders auf diesen die conjugirten harmonischen 
Punkte zeichnet, so durchschneiden sich die Verbindungslinien der auf den 
drei Gegenkantenpaaren liegenden Punkte im Punkte P; endlich ist P der Pol 
und K die Ebene der Homologie zweier homologen Tetraeder ( Poncetet, 
traile des propr. project. Art. 582), nämlich des Coordinatentetraeders und 
des Tetraeders, dessen Seitenflächen die Verbindungsebenen sind der Eck- 
punkte des Coordinatentetraeders mit den Durchschnittsgeraden ihrer Gegen- 
flächen und der Ebene E. Der Punkt P heifse der Pol der Ebene E in 
Beziehung auf das Coordinatentetraeder. 

Wie bei der geraden Linie einem unendlich entfernten Punkte als 
conjugirler harmonischer Punkt der Mittelpunkt derselben entspricht, so erhält 
man in der Ebene als Pol einer unendlich entfernten Geraden den Schwer- 
punkt des Coordinatendreiecks und im Raume als Pol einer unendlich ent- 
fernten Ebene in Beziehung auf das Coordinatenletraeder den Schwerpunkt 
desselben. 


S. 2. 

Dies vorausgesetzt, handle es sich um die Ausdehnung des bekannten 
Satzes von den Mitten der Diagonalen des vollständigen Vierseils auf den 
Raum, oder des allgemeineren Salzes: (Man vergleiche Chasles, „com. 
superieure, Art. 349.) 

Wenn man durch ein vollständiges Vierseit mit seınen drei Dia- 
gonalen eine Transversale legt und auf jeder Diagonale zu deren Eind- 
punkten und dem Durchschnittspunkte mit der Transversale die vierten 
harmonischen Punkte construirt, so liegen diese drei Punkte auf einer 
geraden Lanie. 


Man kann die Diagonalen des Vierseits definiren als die Verbindungs- 
geraden der Eckpunkte eines beliebigen der vier durch die Seiten des Vier- 
seits gebildeten Dreiecke mit den Durchschnitispunkten der Gegenseiten und 
der jedesmaligen vierten Seite. Dem entsprechend sei das durch drei Seiten 
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om Vierseit auf den Raum ausgedehnt. 


des Wierseils gebildete Dreieck das Coordinatendreieck, und die Gleichung der 


\ 4 i Li | Seite: 
(2): t-u-v —=(, 
“, v beliebive CGonstanten enthalten. so sind die drei Diasonalen des 
fur 
\uUv, IT, - ur = () a u 
(vE, u ) 5  — QV)= U 
(tu,ve) : t+w == U = ®,. 
raus sich umeekehrt als Ausdrücl der alten Coordinatenseiten durch die 
Ü | nalen T; FR ®; EI ben 
ß u, Au ,—u+v., Vehtu—o, 
u \ 1° rg\ " i 
letzt sei durch das Svstem die Transversale 


(4) Pr ' I, - ul, v®, er Ü) 


ist deren Durchschnitispunkt mit der Diagonale Z: 


r 7; 5 2 / V. uu,- vv, — Ü. 
nd als der zuzehöriee vierte harmonische Punkt in Bezug auf die beiden 
‚ndpunkle der Diaeonale / 


U1e 


B 2): = WU. u, 


une 


W,9) : 4, == 9 u—v, —= OÖ 


ee 


rojebl sich der Punkt: 


denn selzit man elwa U vd, == 2y und uU, — vi, = 22. SO werden die Punkte 


ro .. r 2 ’ #r . aA 
Q,t,) unGü P, TESPEecLVe ( V)Y- 


u—rv\z—0 und (u+r) y—(u—r)z=0, 


woraus die harmonische Beziehune der vier Punkte zu erkennen ist. 


übenso ergeben sich als die fraglichen harmonischen Punkte auf den 


Diagonalen a, und v, respective 





ARE m =, 


(pP): = —-+- u 


welehe drei Punkte auf der Geraden 
t, 
A 
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liegen: diese Gerade mag die Conjugirte der Geraden g in Beziehung au 
das Vierseit Zuvx heifsen. 


S. 3. 
Kin analoger Satz aus der ebenen Geometrie ist der folgende 
Die Pole einer beliebigen Transversale in Beziehung auf allı 
Dreiecke, welche eine gemeinsame Spilze haben, und deren Grundlinier 
in eine und dieselbe gerade Linie fullen, liegen auf einer Geraden 
Der Beweis dieses Satzes, welcher sich leicht aus den harmonische: 


sur ergiebt, läfst sich der späteren Anwendung wegen 


Beziehungen der Fi 
analylisch, elwa wie folgt, führen. Die Trausversale sei: 


(1) At-uu 0. 


Aosee 
nn 
P 


die gemeinsame Grundlinie der Dreiecke: 
2) t-u-v=(, 
wo /, u, v beliebige Constanten enthalten mögen, der gemeinsame Eckpunki 
der Punkt: 
Br tete 

und die in demselben zusammentrellfenden Seiten von irgend drei Dreiecken 

(4.) — 2l-u4v=0, t—2u-v—(0, !-u— Ww—V0. 

Um jetzt den Pol zu erhaiten der Transversale (1.) in Beziehung aut 
irgend eines dieser Dreiecke, z. B. welches zu Seiten hat: 

(9.) t--u pm) om #,. t— 2u- r— = u. T-uU— dv —=0V ? 
nehme man diese Seiten als neue Coordinatenseiten, woraus: 
6.) Iet+tu+r, u—lh—u, vr—=h—v 

folglich ergiebt sich als Gleichung der Transversale (1.): 
= | 


| wu a u 
LA +u+rv) tu (k— u)+v(A—rv)—=0 


IL \ 
und als Pol dazu: 
LA u- 


rv)=u(— u)=v,(A—vV) 
oder für die alten Coordinaten: 
(7) d-+-u+vV)i+-u+v)=(t—Qutv)A—u)=(+U—2v)(h—ı 


| \ I 


Dieser Pol liegt auf der Geraden: 
8) rnit +WuriktwWv—= 0; 


denn aus den Gleichungen (7.) ergeben sich durch Trennung der Coordinaten 
2” 
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die beiden Gleichungen: 

!(Qu+rv)+u(—u+v+3i)+v(2utr = 0 

tiv —u)+uv u) +v(—v+ut+3) = 0 
und durch deren Addition die Gleichung (8.), d. h. der Pol (7.) liegt auf 
dieser Geraden. Aber aus der Symmetrie der Gleichung (8.) ergiebt sich, 
dafs die durch sie dargestellte Gerade zugleich die Pole der Transversale (1.) 
in Beziehung auf die beiden anderen Dreiecke enthält, was zu beweisen war. 


und 


S. 4. 


In der Geometrie des Raumes nunmehr tritt eine erste Analogie des 
Salzes ($.2) in gewissen Eigenschaften des allgemeinen Fünfflachs hervor, 
d.h. des Systems von Figuren, welche sich aus der Durchschneidung von 
fünf irgend wie im Raume liegenden Ebenen ergeben. 

Man kann sich vorstellen, dafs das Fünfflach aus dem Tetraeder her- 
vorgeht durch die Durchschneidung mit einer fünften Ebene; als Diametral- 
ebenen ergeben sich dann, wie früher die Diagonalen des Vierseits, diejenigen 
vier Ebenen, welche die Eckpunkte des Tetraeders mit den Durchschnitts- 
geraden der fünften Ebene und der jedesmaligen Gegenflächen verbinden. 
Jede dieser Diametralebenen durchschneidet die Seitenflächen des Tetraeders 
in vier geraden Linien, von denen immer drei durch einen Punkt, den be- 
treffenden Eckpunkt des Tetraeders, gehen, d. h. welche drei Dreiecke bilden 
mit gemeinsamer Spitze, und deren Grundlinien auf derselben Geraden liegen. 
Nennt man diese Dreiecke Diametraldreiecke, so hat man folgenden Satz: 

Wenn man durch ein Fünfflach eine Trransversalebene legt und 
in jeder Diametralebene zu deren Durchschnitt mit der Transversalebene 
in Beziehung auf jedes Diametraldreieck den Pol construirt, so liegen 
die Pole jeder drei Dreiecke derselben Diametralebene auf einer geraden 
Linie (8.3). Diese geraden Linien sind zu vier die Generatrices des- 
selben Systems eimes Hyperbolo:ids. 

Das Fünfflach sei durch die Durchschneidung des Coordinatentetraeders 
mit der fünften Ebene: 

(2): {-+u+rtw—= 


entstanden, wo wieder die Coordinaten /, u, v, w beliebige Constanten ent- 
halten, so sind die Gleichungen der Diametralebenen des Fünfllachs, d. h. der 
Ebenen, welche die Eckpunkte des Coordinatentetraeders mit den Durchschnitts- 
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geraden der entsprechenden Gegenflächen und der fünften Seitenfläche a 


verbinden: 
(uvw, tx) : urvw=0-=3i,, 
| 
ro 


(vwt,ur):t 
(wiu,vz) :-Hu +w=0=3v,, 
(luv, wx) :t+u--v == Qu 9ep,; 

für diese Ebenen als neue Coordinatenebenen ergeben sich als Ausdrücke 


der alten Coordinaten: 


t— —2ıı+ ut v+ w, 
we = b—Ru + v-+ uw. 

== + ww + w, 
w — u + u, —?2w. 


Nunmehr werde als Transversalebene hindurchgelegt die Ebene: 
\ 3 | EY7}) DE 
(E) . 4,4 uu, + vv, 4 @w, —_—— 0, 
so ist deren Durchschnitt mit der Diametralebene «w;: 
E,w):w—=0, 4,-+uu-tvv, —0. 
Diese Diametralebene aber schneidet aus dem Tetraeder /uvw drei Dreiecke 
aus, deren Seiten bestimmt sind durch die Durchschneidung mit den Ebenen 
u, vo, w; v, t, w; L, u, w, d. h. welche für die Coordinaten 4, %,. v,, w, 
zu Gleichungen haben: 
= 2lı- u, v0, Hh—2u, +-v, == 6 +4, — a, == © 


und die gemeinsame Grundlinie ist: 
4 u4v, = 0. 
Nach $. 3 liegen die Pole der Transversale (K,w,) auf der Geraden 
(u): wıi—=0, (ur) + +)u+(+u)d, —0. 
Nennt man diese Gerade g, die Conjugirte der Transversalebene in Be- 


ziehung auf die Diametraldreiecke in w,,. so erhält man im Ganzen für alle 
vier Diametralebenen folgendes System von Conjugirten: 


(g):ıh=0, v+9)u(@-+u)v, + (u-r)w, =, 
(u) . U, — 0, (+ ©) t, 1 (® 4 I)v, + (A + v) ww, = Ü, 
(9): =0, (u+o)u+(@+%)u +(A+u)w —=0, 


(9) : m = 0, (u + v) A + (v + 1) u, + (4 4 u)v, = 
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Gleichungen, in denen die Coellicienten in Beziehung auf die Diagonale sym- 
trisch sind, d. h. welche ein System von Generaltrices derselben Erzeugungs- 


meiflstii 


rt eines Hyperboloids darstellen (Siehe später). 
Das allgemeine Fünillach gestaltet fünf Gruppirungen seiner Seiten- 
lächen zu vier als Seitenllächen von Tetraedern, je durchschnitten von der 


Ebene als Transversalebene, und darum ebensoviel Systeme von je 


MNiametralebenen, von denen jedoch immer zwei zusammenfallen; der 


bewies: Satz läfst sich also folgendermafsen verallegemeinern: 
In jeder der zehn Diametralebenen des vollständigen Hünfflachs 
drei Diametraldreieche und die Pole der Durchschnitisgeraden 
heliebigen Ür ersalebene mit den einzelnen Diamelralebenen ın 
ung auf die zugehörigen Diametraldreiecke je auf einer Geraden, 
dreifsig Pole also auf zehn Geraden. Diese zehn reruden sınd 
u vier die Generatrices desselben Systems von fünf verschiedenen Hyper 

holoiden 
S. 9. 

Wir gehen jelzt zur Untersuchung eines Sechsflachs über, von wel 
chem drei Paar Ebenen sich in geraden Linien einer und derselben 
Föbene durchschneden, und betrachten dasselbe etwa als Hexaeder im 
enreren Sinne, d. h. als Körper mit acht dreikantigen Ecken, jedoch mit 

ten Seilenllächen,. und dessen Gegenllächenpaare in einer (nunmehr 
ulserhalb des Kernkörpers liegenden ) siebenten Ebene das Dreieck ABC 

neiden. Die Gegenllächenpaare des Kernhexaeders seien 
A,B,D,C, und 4=4,B,D,;(,. 
RB, B,C,D, A - B=BU.B4. 
I, =CG,4,DB, - nn = A, DB,. 
von denen sich 
' und 4 in BC, B, und B, in CA, T\, und /, in AB 


durchschneiden mögen. Zieht man jetzt die zwölf Diagonalen in den Seiten- 
lächen des Kernhexaeders, so sind diese die Seitenkanlen von zwei Telraedern 
4,B,C,D, und 4,B,C,D,, von denen sich leicht ergiebt, dais sie homologe 
\immt man nämlich irgend zwei correspondirende Seiten- 


z.B. B,C,\D, und B,C,D,, so durchschneiden 


letraeder sind. 


. m . . , r - } ’ 
dreiecke dieser Tetraeder. 


'n entsprechende Seiten B,C, und B,C,, C,D, und G,D,, D,B, 


sich deren 
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D,B, als gerade Linien in den Gegenflächen des Kerntelraeders und. weil 


sie zu zwei in einer Ebene liegen, resp. in Punkten auf den Seiten UB 
AB und CA des Dreiecks ABC, d. h. die Seitenflächen 2,C,D, und B,Ü,D 


selbst durchschneiden sich in einer geraden Linie. welche in der Ebene di 
Dreiecks ABC liegt. Dasselbe gilt von den drei übrigen Paaren von Seilen 


flächen der beiden Tetraeder, und diese liegen darum nach der Ponceletschen 


Erweilerung des Desarguesschen Satzes homolog, d.h. die Verbindungsgeradeı 


der correspondirenden Eckpunkte beider Tetraeder A,4,, B,B,, { 
D,D, gehen durch einen und denselben Punkt. Diese Verbindungssveraden 


\ ‘ 
nur 


aber sind die Diaeonalen des Kerntetraeders: man hat darum folsenden | 


Wenn sich die drei Gegenflächenpuare eines Hexaeders in Geraden 
a 


einer Ebene durchschneiden, so gehen die vier Diagonalen desselben dur: 


einen und denselben Punkt. 


Dieser Durchschnittspunkt der vier Diagonalen sei der Punkt ' 
werde als vierter Eckpunkt des Tetraeders ABCUD venommen,. dessen dre 


} | 


Kanten BC, CA und AB die vemeinschaftlichen dritten Diagonalen der Vier- 


i 


seite in den Gegenflächenpaaren 4, und 4, 5, und 5,, /\) und /% sind. 
73 


’ 
[5 


Deshalb möge das Tetraeder ABUD, sowie die beiden Telraeder A,B,U,D, 
und 4,8,C,P,, deren Kanten die Diagonalen in den Seitenflächen des Kern- 


hexaeders sind, mit dem gemeinsamen Namen Pragonaltetraeder bezeichnet 


werden. 

Diese Benennung rechtfertigt sich auch dadurch, dafs ebenfalls di 
Kanten AD, BD, CD als Diagonalen gewisser Vierecke auftreien, nämlich 
zugleich mit zwei Diagonalen der Gegenflächenpaare in den Vierseilen, welch 


in den Diametralebenen des Hexaeders durch zwei Gegenkanten und zwei 
Diagonalen des Hexaeders ausgeschnitten werden, z. B. die Kante AD bildet 


zugleich mit 4,2, und A,D, das System der drei Diagonalen des Vierseits 
welches in der Diametralebene 4,2,4,D, zu aufeinanderfolgenden Seiten die 
Diagonalen des Hexaeders A,A, und D,D, und die Gegenkanten 4,2, und 4,9, 
hat, oder auch AD, BU und B,C, sind die drei Diagonalen des Vierseits. 
welches in der Diametralebene B,C,B,C, zu aufeinanderfolgenden Seiten die 
Diagonalen des Hexaeders B,B, und C,C, und die Gegenkanten B,C, und 
B,C, hat, und ähnlich die beiden andern Kanten BD und ED. 
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S. 6. 


Nunmehr heifst der Satz vom Hexaeder, dessen vollständige Analogie 
‚u dem von den Diagonalen des Vierseits ($.2) nicht zu verkennen ist: 


Die Pole einer beliebigen T'rransversalebene in Beziehung auf die drei 
Diagonaltetraeder des Hezxaeders liegen auf einer geruden Linie, 
oder, wenn die Transversalebene im Unendlichen liegt, 


Die Schwerpunkte der drei Diagonaltetraeder des Hexaeders biegen 
auf einer geraden Linte, 
wo also vorausgesetzt ist, dafs sich die Gegenflächenpaare des Hexaeders in 
(reraden einer Ebene durchschneiden, oder die vier Diagonalen desselben 
durch einen und denselben Punkt gehen. 


Das Sechsflach enthält in seinen sechs Seitenflächen und sechs Dia- 
metralebenen zwölf vollständige Vierseite, welche zu zwei eine Diagonale 
semeinsam haben: zunächst nämlich die Vierseite der Gegenflächen, deren 
vemeinschaftliche Diagonalen die Kanten BC, CA, AB sind, dann die Vier- 
seite jeder zwei Diametralebenen, welche in einer der Kanten AD, BD, CD 
als gemeinsamer Diagonale zusammenstofsen, endlich jede zwei Vierseite einer 
Seitenfläche und einer Diametralfläche, welche durch Gegenkanten zweier 
Diagonaltetraeder (z. B. durch die Gegenkanten BC und AD, B,C, und 
A,D,) gehen, also in einer Diagonale einer Seitenfläche des Kernhexaeders 
(4,D,) übereinkommen. Legt man jetzt durch das ganze System eine Trans- 
versalebene und construirt zu den Durchschniltsgeraden derselben mit den 
einzelnen Vierseitsebenen die Conjugirten ($.2), so liegen diese für jede 
zwei Vierseite, welche eine Diagonale gemeinsam haben, in einer Ebene, 
weil sie durch denselben Punkt dieser Diagonale gehen müssen, im Ganzen 
also zu vier in drei Ebenen. Die Conjugirten nämlich jeder vier Vierseite, 
welche durch Gegenkantenpaare der drei Diagonaltetraeder (z. B. durch 
BC und AD, BC, und 4,D,, B,C, und 4,D,) gehen, liegen in einer 
und derselben Ebene. Jede dieser drei Ebenen mufs alle drei Pole der 
Transversalebene in Bezug auf die Diagonaltetraeder enthalten, weil jede 
durch die conjugirten harmonischen Punkte zu den Durchschnittspunkten von 
Gegenkanten dieser Tetraeder mit der Transversalebene geht ($. 1.): darum 
schneiden sich diese Ebenen in einer geraden Linie, auf welcher zugleich die 
fraglichen Pole selbst liegen müssen. 
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$.7. 

Der analytische Beweis des eben entwickelten Satzes giebt zu einer 
neuen Auffassung der in ihm enthaltenen Resultate und damit zu einer fer- 
neren Analogie unseres Salzes von den Diagonalen des ebenen Vierseils für 
die Geometrie des Raumes Anlafs. 

Die drei Diagonaltetraeder nämlich stehen in der eigenthümlichen 
seziehung zu einander, dafs sie zu zwei in vier verschiedenen Anordnungen 
ihrer Eckpunkte homolog sind, nämlich: 


ABUD und D,C,B,A, wit dem Pol A4,, 


ABCD - CDAB, - - -DB.. 
ABUCD - BADEU - - -G, 
ABCD - ABUD - - - D,; 
lerner: 
ABUD und D,C,B,4, mit dem Pol 4,. 
ABCD - (DAB, - - - BB. 
ABCD - B.4.DUÜ - - - Ü. 
ABCD - 4B.C.D - - - D: 
endlich: 


A,B,C,D, und D,C,B,4, mit dem Pol A, 


PU 7.H ie .: ©” CU | 
ABC = BABR. : - - 6 
ABCH : ABER - - = BR 


Es läfst sich beweisen, dafs die Gegenflächenpaare des Kernhexueders 
4, und -4,, B, und B,, I, und I‘, respective conjugerle harmonische 
Ebenen zu den Seitenflächenpaaren des Diagonaltetraeders ABUD, 
welche in den Kanten BC, CA, AB zusammenstofsen, sind. Von diesen 
Ebenen nämlich enthält jedes Paar des ersten Systems zwei Diagonalen und 
das entsprechende Paar des zweiten Systems die Endpunkte der dritten Dia- 
vonale eines Paars von Diametralvierseiten,. z. B. in ./, und 4, liegen die 
Diagonalen 4,D, und 4,D,,. und BED und BCA gehen respective durch 
die Endpunkte D und A der Diagonale DA des Diametralvierecks DA,AD.. 
oder auch in -/, und 4, liegen respective die Diagonalen BC, und BC. 
und BCD und BCA gehen respective durch die Endpunkte 3 und 4 der 
Diagonale DA des Diametralvierecks PB,AC,, und ähnlich die übrigen. 
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Nimmt man darum das Diagonaltetraeder ABCD als Coordinaten- 
tetraeder, so lassen sich die Gegenflächenpaare des Hexaeders durch folgende 
(sleichungen darstellen: 
4=4B,D{Ü,: t--w=0, und .L=4, BD, : t—w=(, 
| | | - 
] Y 

(1.) 5: BCD,4: = rw —(. und B; = BC,D:4, . u — w=—U, 
| | 

I, —=C,4 DB: :vw=0, und N, = (ADB :v—w=0, 
wo 4 u, v, w als mit beliebigen Constanten multiplieirt angenommen werden. 
Es ergeben sich hieraus als Gleichungen der Diametralebenenpaare, welche eine 
der Kanten AD, BD, CD gemeinschaftlich haben: 

(2.) CA,C4, :v+-1=0, und BDBD, :v—t=0, 

A, B,4:B,: t+u=0, und UDED; : tT—-u=0, 
d.h. auch die Diametralebenen sind zu zwei conjugerte harmonische 
Ebenen in Beziehung auf die in dem Durchschnittspunkt der Diagonalen 
des Hexaeders zusammenstofsenden Seitenflächen des Diagonaltetraeders 
ABECD. 

Die Eckpunkte ferner des Diagonaltetraeders A,B,C,D, erhält man 
der Reihe nach als Durchschnittspunkte der Ebenensysteme 4, B,, F5: 
Bi. 15, A; Di, A, Ps; A, Pi, 7}: ihre Gleichungen sind also: 


A, : ti u — w, 

(3. =, : ie 9 Ww, 
RN En : :: u —t= mw, 
'D: l — uU — v— —w, 


und demnach die Gleichungen ihrer Seitenllächen: 
ı‚BUD, : -t-u- vv 1wv=0 = 4, 
G AD, : T—-u-v+w = 0 = 2u,, 
4,B.D,: i-u—v-w= (0 = 2. 
AB, : -u-v—uw—= (0 = dw. 


En 
[277 
“ 


Auf ähnliche Weise erhält man für die Eckpunkte des Diagonalteiraeders 
A,B,C,D,, als Durchschnitispunkte der Ebenensysteme 4, Bı, I}: B;, I. Aı: 
I, A, Bi; Ss, B;, 15, die Gleichungen: 
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f A, . { =— ee ze — 9 w, 
02 B,: ti wW--t—w, 
(9.) 
(: tt —u= t1=w, 
'D.: fe y— 
und daraus als Gleichungen ihrer Seitenflächen: 

B:C,D, : —-u—-ı+wv—=Vl— I, 
DAD,: — I-u— v+w—=0 = ?u,. 


(6.) 
4,B,D, : -t— u+-r-e—=0=?®r,. 


ABEL, : I-uU--v--w==(0 = 2w,. 


1 i 


Aus diesen Gleichungen lassen sich leicht die am Anfange dieses Paragraphen 
gemachten Bemerkungen über die vierfach homologe Lage der Diagonal- 
telraeder verificiren, und zugleich ergeben sich die Gleichungen der Ebenen 
der Homologie selber. Denn zunächst erhält man aus den Gleichungen (4.) als 
Gleichungen der Ebenen der Homologie für die beiden Tetraeder ABCD 


und A,B,C,D, oder tuwvew und /,u,v,0, in vier verschiedenen Gruppirungen: 


T-u—r-v— —L +40, —w—=(, 
7) —t+u—-ı -uv= 44-49, —-w=(, 
u —t—-u+rv+v= Wu, —w—(, 
+u+r-v= IL, +w=0 


und als die zugehörigen Pole für die Coordinatentetraeder ABUD und ABC. D.: 


= —u=- —v’=v, oder —th= UuUW= v—=—w. 

(8 — li — u —-v=w, oder F, zum u Si, u, = —W,. 
[= —u= v=w, oder A u= —v—=—ıw,. 
im = s— en ie = u= 91» ww. 


d. h. die einzelnen Seitenflächen und zugehörigen Gegenecken des dritten 
Diagonaltetraeders A,B;,C,D,. 

Dals die Ebenen (7.) die Ebenen der Homologie der beiden Tetraeder 
ABUCD und A,B,C,D, sind, folgt aus den Gleichungen (7.) selbst, welche 
zeigen, dafs jede dieser Ebenen bei dem Uebergange von dem einen Coor- 


dinatensystem zum andern sich selbst entspricht. 
25 * 
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\ehnliche Resultate ergeben die Gleichungen (6.), und es läfst sich 
demnach folgender Satz aussprechen: 

Die drei Diagonaltetraeder eines Hexaeders, dessen vier Dia- 
gonalen durch einen und denselben Punkt gehen, sind zu zwei ın vier 
verschiedenen Anordnungen ihrer Eckpunkte homolog, und zwar sind 
für die vier Zusammenstellungen von irgend zwei dieser Tetraeder als 
homologer Tetraeder die Eckpunkte des dritten Diagonaltetraeders die 
zugehörigen Pole der Homologie, und die respectiwen Gegenflächen des- 


selben die zugehörigen Ebenen der Homologie. 
4 G h 


S. ©. 

Betrachten wir jetzt zwei vierfach homologe Tetraeder an und für 
sich, das eine als Öoordinatentetraeder und das zweite durch eins der Systeme 
von Gleichungen (4.) oder (6.) dargestellt, also etwa die beiden Tetraeder 
tuvw und Zu,vw,,. so ergiebt sich durch die Vergleichung mit den analyli- 
schen Entwicklungen von $.2 sehr einfach, dafs in jeder Seitenfläche eines 
der beiden Telraeder durch die Seitenflächen des andern ein vollständiges 
Vierseit ausgeschnilien wird, dessen Diagonalen die Tetraederkanten dieser 
Seitenlläche selbst sind, z. B. in der Seitenfläche w des Coordinatentetraeders 


sind die Durchschnittsgeraden mit den Seitenllächen von #u,v,w;: 


w—(, — ti -u-v=(, 
w—(. IT—-u-v—=(, 
w=——=(, t-u—v—(, 
CE —(). t-u-v—=l, 


d. h. die Seiten eines Vierseils, dessen Diagonalen 
WW il, ws wa) 
sind; legen wir nun durch das System der beiden Tetraeder die Trans- 
versalebene 
(E) : M-+-uu-—-virow = (, 
so ist die zu ihrem Durchschnitt mit der Ebene w==0 gehörige Conjugirte ($. 2): 


tt, u ) 
we. en 
A U V 


und so ergeben sich als die Conjugirten zu den Durchschnitten der Trans- 


versalebene # mit allen vier Seitenflächen des Coordinatentetraeders: 
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173 ı) Ü 
L—0, u ie rc 
( u YV U m‘ 
f PYr 
DB Ö, Ey 1 Pr = en 0) 
u oc 
B /. u 17 
! ® 
a ee 0. 
A U v 


Linien. welche in der Ebene 


{ u v u 
Eck Se 4 55 Se 0 
) u y 0) 


liegen, d. h.: 

Die Seitenflächen eines Tetraeders werden durch die eines ihm 
vzerfach homologen Tetraeders in vier Vierseiten durchschnitten, welche 
ın der Beziehung zu einander stehen, dafs die Conjugirten der Durch- 
schnittsgeraden einer beliebigen Transversalebene mit den Seitenflächen 
des ersten Tetraeders in Bezug auf diese Vierseite in derselben Khen: 
hegen. 


Berlin. im October 1858. 








Ueber homologe Tetraeder *). 
(Von Herrn 0. Hermes.) 





5:8 
Die Sätze über perspeclivische Tetraeder von Poncelet (traite des 
proprieles projeet., art. 582) sind nur besondere Fälle allgemeinerer Sätze 
über Tetraeder, deren Eckpunkte paarweise liegen auf Generalrices derselben 
Krzeugungsweise eines IHyperboloids, welche kurz Ayperbolordische Gerade 


heilsen möcen. 


- 


Dem Beweise dieser Sälze mag vorangehen die Herleitung der Be- 


dingungen, weiche erforderlich sind, damit eine gegebene Gerade auf einem 


Hvperboloid liegt. Diese Aufgabe lälst sich unter einem zweifachen Gesichts- 
»unkte auffassen: 


försiens, wenn die drei Geraden 








u t! u Ti 
J us _ a, — 1, " 
! ® u 
Big. ge 
| ! u 7 
ni ei 


segeben sind. die Bedingungen zu finden, welche zwischen den Coefficienten 


sı stattfinden müssen. damit eine vierte Gerade: 
U U — II II 


mit den ersteren hyperboloidisch liege, d. h. damit auch der vierte Eckpunkt 
/,u,v) des Coordinatentetraeders aul dem durch die drei durch (v,v, w), 
v,t,ıw). (l, u,ıw) gezogenen Geraden g,, 9.» 9, bestimmten Hyperboloid liege, 
und die durch diesen Eckpunkt gezogene Gerade g, eine Generatrix desselben 
Svstems sei. 

Zweitens, die Beziehungen zu finden zwischen den Coefficienten « 


in den Gleichungen der geraden Linien 


*) Die gg. 1—9 sind ein Auszug aus einer Abhandlung des Verfassers im Oster- 
programme des Cölnischen Real-Gymnasiums vom Jahre 1856. 
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% % N H 
Yy):t=0, 2.4.2, 
a; &; zen 
! ® WW 
Yy),:0=0, — - = —(). 
Q,, &,; &,,; 
Be ı WW 
(Y J z ® _—— 0, u % + = VÖ. 
%;; @;, 0, 
damit eine vierte Gerade: 
{ ch v 
Y):w—l, ee —0 
a; Ga &,; 


auf dem durch die drei ersien Geraden bestimmten Hyperboloid liege. d. h. 


damit auch die vierte Seitenfläche «= = O0 des Coordinalentetraeders das Hyper- 


boloid in geraden Linien durchschneide, also Tangentialebene desselben sei. 


Die reciproke polare Beziehung beider Aufgaben tritt klar hervor: 


dasselbe gilt für ihre Lösungen: 
1) die vier durch die Eckpunkte 
A, B,C, D des Coordinatentetraeders 


gelegten Greraden seien: 


u v w 
(Aa) — oo — 
a; 2 u, 3 a, 4 
! " w 
(Bi) : — ER RR. 2 
dl, (A, , y 
u ! u w 
(Ce) — ZZ — = — 
u;; Q;; a;; 
I % ? 
Di: — = — = — 
a, 4 d,,; d,;, 


damit eine Gerade auf einem gegebenen 
Hyperboloid als Generatrix eines be- 
stimmten Systems liegt, mufs eine Ebene, 
durch sie und irgend einen Punkt des 
Hyperboloids gelegt, dasselbe durch- 
schneiden in der Generatrix des zwei- 
ten Systems, welche durch diesen Punkt 
geht; legt man also durch drei Genera- 
trices desselben Systems und einen 
Punkt der Fläche Ebenen, so müssen 
sich diese in einer und derselben Ge- 
‘aden durchschneiden. 


die vier in den Seitenllächen 


2) 


A, B, T, 4 des Coordinatentetraeders 


liegenden Geraden seien: 


uU (I Hu 
(de) :1=P®, — - — el, 
& 7 
1 13 N 
! " u 
(BP) um), — +—+— ll, 
a;, &, a 
. 270 u 
Iy) :v=0, —t — | —(), 
a, &,. 17 
tt, u N 
(Aö) wu, en a a Inn — (): 
& [44 Ü& 


damit eine Gerade auf einem gegebenen 
IHyperboloid als Generatrix eines be- 
stimmten Systems liegt, mufs ihr Durch 
schnittspunkt mit irgend einer Tangen- 
tialebene des Hvperboloids liegen in 
der 
welche 
die Durchschnitispunkte also von drei 


(Generatrix des zweiten Svstens. 


in dieser Ebene enthalten ist: 


Generatrices desselben Systems mil 


einer Tangenlialebene der Fläche müs- 


sen in einer und derselben Geraden 





liegen. 
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Solche Ebenen sind: 
2 U 
(bb, A) — m — 
dl, (,, 
- r/ (ZH 
VE _ — 
dl d! f 
’7j 
(Did, A) — 
(I dd 4 
)IJeT 
! = (tl, WW, 
a, u= = (,,W, 
d ML —— (U t 
ınd diese drei Ebenen durchschneiden 


sich in derselben Geraden. wenn 


d, — (ds 
ist: die Durchschnitiseerade ist dann: 
d LL peu! d,;t Ei d, (ZB 
\Wenn ebenso 
u, =a, wi a,=4,; 
so durchschneiden sich die Ebenen- 


systeme (Ce, B), (da, B), (Dd, B) und 
Aa,C), (Bb,C), (Dd,C 


(reraden: 


resp. in den 


at 
und 


d,, Ii= a, u ze 8. 


und es ist leicht zu sehen. dafs alsdann 


auch die Ebenen (Aa, D), (Bb, D\. 
(Ce, D) sich durchschneiden in der 
(reraden: 
a,,t=za u= 2 
Damit also vier durch die Eck- 


punkte des Coordinatentelraeders oe- 


zogene Geraden hyperboloidisch liegen, 


müssen die Üoelfliecienten ihrer Glei- 


chungen der Bedingung 


/] GEREIER 


-—_ ff, 
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Solche Punkte sind: 
Ü (ZB 
(BB, A\:I=0, u=d, — + ——) 
i @,, &,; 
e l W 
(Iy,A\:t=0, v—=0, — L_=0, 
- OL, , @,, 
% N 
(. Iö, AN: t=0O. w=O). 4 —(): 
&,, a, 
oder: 
!—0). u=) 0, 0 +0,,w=V, 
i=V, v=V, ou ra,w=U, 
f 0, w==—), 0, , U T%,,® —(): 


und diese drei Punkte liegen in der- 
selben Geraden, wenn 
144 zz 0 


7% 19 
| 2 


ist; die Verbindungsgerade ist dann: 


t=VUV, @,, u+e,, vte,w=U. 
Wenn ebenso 
ea, =, md @,=4,; 


so liegen die Punktsysteme (/%, B). 


4c,B), (Ad,B) und (40, 1"), (bP,1'), 
40,1) resp. in den Geraden: 


=_—_, e,t to, vote, w=0 


l 


und 


ra,w=(, 


12 
und es ist leicht zu sehen. dafs alsdann 
auch die Punkte (4a, 4), (BP, 4), 


(Iy, 4) liegen in der Geraden: 
v=(, o,t+e, ute,v=(0. 
Damit also vier in den Seiten- 


lächen des Coordinatentetraeders ge- 
zogene Geraden hyperboloidisch liegen 
die 


chungen der Bedingung 


I) 


müssen Coelficienten ihrer Glei- 


d;l 


Or; 
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genügen, und zu den vier hyperboloidi- 


genügen, und zu den vier hyperboloidi- 
schen Geraden: 





schen Geraden: 


| u 0 2 Ä | u“, v w 
(Aa) : = —, (An): 1 =0, _ — + — =(0, 
dp a, 3 dig %a 13 14 
! ! u | ! ! w 
(bb) : — =, (BPf):u=0, — nn — =, 
4,5 U,; U;; 2 %,; O,; 
. t u Ww t u w 
(Ce) ET m 3 (Iy) = 0, — + —— + _— > V. 
d,; d,, d;; 3 0,3 G;; 
1 u 2 EM v 
(Dad: — = — = — (1S):w=0, — + — + — — (0 
dr d;, d;; 14 Os; 0; 
gehören als die Generatrices des zwei-| gehören als die Generatrices des zwei- 
ten Systems durch die Eckpunkte des|ten Systems in den Seitenflächen des 
Coordinatentetraeders: Coordinatentetraeders: 
04,0 = 4,0 0,%W, om 0, %;, ur, ) v+@,, w=U, 
d;; ! .. a, 4 Re Az W; ne 0, G;; ! r 7 t 0+ o, 3 w— 0, 
04,1 a,Uu —4,W, v—ß0, a,,'ra,u +@,w =VUV, 
a,t=a,41=4,®0 w=0(0, @,,1+a ,u+a,v — (). 


Wenn die ersten 


drei Geraden zu dem einen und die vierte Gerade 


zu dem zweiten System von Generalrices eines Hyperboloids gehören, so hat 
man nur die Bedingungen aufzustellen, dafs die letztere jede der ersteren 


durchschneidet, d. h. dafs die Gerade *) 


Au WE. 
er r Gr ” G,; 
mit jeder der drei Geraden: 
u v_w 
be Me Mh 
t neh: AN. . 
a,; Me d,; z , 
no _Ww 
U U + 


in einer Ebene liegt. 


a 


43 
a 


d 


nn 


z zu 


a, 2 
’ 
a 3 


43 41 


wer 


d.. 


wer 
’ 


erfüllt werden, d. b., nachdem man etwa 





Dies ist der Fall, wenn die Bedingungen: 


*) Die analytischen Entwicklungen für das reciproke polare System sind hier und 
in den folgenden Paragraphen leicht zu ergänzen: s. das angeführte Programm. 
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4, — day, 4; — A, Ay —M,, 
geselzt hat, wenn die Proportion 
4 : Up : Ay = — 1 — 1 — 


stattfindet. 


$. 2. 
Man hat nunmehr folgende zwei allgemeine Sätze: 
Wenn die Eckpunkte zweier Tetraeder auf vier hyperboloidischen 
Geraden liegen, so sind die Durchschnittslinien der entsprechen- 
den Tetraederflächen hyperboloidische Gerade. Vergl. Cayley, im 
Quarterly Journ. Vol. 1. pag. 10. 
und 
Wenn sich zwei Tetraeder ın der Weise entsprechen, dafs die 
resp. Durchschnittslinien ihrer Seitenflächen hyperboloedisch sind, so 
sind die Verbindungslinien der correspondirenden Eckpunkte ebenfalls 
hyperboloedisch, 
welche Sätze sich. der eine aus dem anderen, durch die Theorie der reci- 
proken Polaren ergeben. 


Es seien die vier Punkte oeeeben: 


u 
! 7 IE. 
7 1 u a, 2 gr eh, 3 ur dd, 4 e 
! u ? u 
— Zu Ze ——— 
1.) /@,, d,, Q,, w 
t Br GE. u 
U;; . d;, En d; 3 d;; m 
t u ? 0 
—-  — == 
a,, G,, 4,, a, 
man setze die Determinante 
4,» dns Ass Au 
2 Az, Any Ayo (A 
(2.) — R 
d;ı, Az, Az, Ay 








a1, Ga, Ay, Ay 


und bezeichne die Differentialquotienten dieser Determinante nach ihren ver- 
schiedenen Elementen durch das entsprechende Element in Klammern ein- 
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geschlossen, nämlich allgemein: 
3) = (m) 
en er Br 
I 
so sind die Gleichungen der Ebenen durch je drei dieser Punkte, d. h. der 


Seitenflächen des Tetraeders, welches die vier Punkte zu Eckpunkten hat: 
ıı = (Au)t--(a:)U + (a,)v+(a)w=0, 
(4) u, = (4)! + (a,)U-+ (a3) + (a,)w (0, 
v, — (A;,,)1- (a,)U-+ (43)v + (a;,)w (0. 
w, = (a,)t--(a,)U-+ (4,)U + (a,)w—0. 
Die Gleichungen (1.) stellen für verschiedene Werthe der Coeflieienten 
As An, Ay. A, ganz allgemein vier Punkte dar, welche auf den geraden 


Linien: 
(g \ > % ı U 
1) re — [u — 
,, a; 4, , 
{ ® u 
eR u ln 
.i I) d,, u d,, 
(3.) | 
/ U U 
( / rn — eh 
ar a, 
( i 7 t BE NE 
gu} : a Fa u 


liegen; wenn nunmehr die Bedingung: 
(6.) dx = U;; 
stattfindet, d. h. die Geraden (5.) hyperboloidisch liegen ($. 1). so sind auch 
die Partialdeterminanten 
(7.) (ar) = (ar), 
d. h. die vier Geraden 


Lt — ı==V, u. 8 u=0, v„—=v,==ß0, Ei 


sind ebenfalls hyperboloidisch, was zu beweisen war. 


Wenn zwischen den Coefficienten in den Gleichungen (1.) eine Re- 
lation stattfindet von der Form: 


a; 2. O,nk oil u d;] | iu Q, 
4; Umks Ani 


m! 
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wo 2, k, !, m irgend welche vier verschiedene von den Indices 1, 2, 3, 4 

bedeuten, d. h. ($. 1), wenn von den Geraden (5.) zwei in einer Ebene lie- 

sen, so findel zwischen den Partialdeterminanten (a,). (a;,), (a,„;), (@,,) eine 

ähnliche Beziehungsgleichung statt, d. h. es liegen auch von den Geraden ($.) 

zwei bestimmte in einer Ebene. Es ist nämlich: (Jacob:, de formatione et 

proprietalibus Determinantium, Band 22 dieses Journals $. 10, Gl. 5.) 
n._9R__ __ 3R öR _ OR OR 


ou, . Od, 








« r en [ ” 
Od;; Ol m Od m ou; 


d.h. für die vorige Bezeichnung: 


Ra; — 4x4) —= (4;:) (m) — (Am): (41;); 
wenn also 
A; Ay — Un Aa = UV, 
so ist auch: 
(4,;) (Am) — (Arm):() = OÖ, 


oder was dasselbe ist. wenn 


(ler), (a) 


Ay, Ay | 
) in, EN so auch ' 


Lt 


a: 0. 


\ 


(Um): (4m) 

Von den sechs Combinalionen, welche dieser Satz zuläfst, sei irgend eine 
hervorgehoben, z. B. 

\ (ar), (a3) | 
(Q;,). (4;,) | 


dos drzf 


wenn 0, so ist auch —(, 


Bi; a, 2 


mit der geometrischen Bedeutung, wenn g, und 9, (9.) sich durchschneiden, 
so liegen die Geraden (w,w,) und (v. v,) in derselben Ebene, d. h. 
Wenn von den Verbindungslinien der Eckpunkte zweier Tetraeder 
zwei in einer Ebene liegen, so liegen auch die Durchschnittsgeraden 
derjenigen zwei Flächenpaare der Tetraeder, welche die durch jene 
Eckpunkte gehende Kante gemein haben, in einer Ebene, und um- 


gekehrt der reciproke polare Satz. 
Wenn ferner g,, 9. und g, je mit g, in einer Ebene liegen, so liegen 


auch (Z,£,),. (u, a,),. (v,®,) in einer Ebene, d.h. 
Wenn sich zwei Teetraeder in der Weise entsprechen, dafs die Ver- 
bindungslinien ihrer Eckpunkte auf einem Hyperboloid liegen, so 
jedoch, dafs nur drei von ihnen zu demselben System von Genera- 
trices dieser Fläche gehören: so liegen von den Durchschnittsgeraden 
der correspondirenden Tetraederflächen drei in einer Ebene; 
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und zwar durchschneiden sich in Geraden derselben Ebene die Flächenpaare, 
welche den Tetraederecken angehören, deren Verbindungslinie als Generatrix 
des zweiten Systems die drei anderen Verbindungslinien durchschneidet. 

Wenn drittens der Reihe nach g, und g,, 9. und g,, 9, und g,; 
9, und g, in einer Ebene liegen, so liegen auch die Durchschnittsgeraden 
(v,v,) und (w, w,), (w,w,) und (L, 4), (£,t,) und (w, ,), (w,u,) und (v, v,) 
in einer Ebene, d.h. 

Wenn die Verbindungslinien der entsprechenden Kcekpunkte zweier 
Tetraeder die Seiten eines windschiefen Vierseits sind, so sind die 
Durchschnittslinien der correspondirenden Tetraederflächen ebenfalls 
die Seiten eines windschiefen Vierseits. 

Liegen g, und g,, g. und g,, g, und g, in einer Ebene, so finde! 
dasselbe für die Durchschnittsgeraden von (#,,), (u, u,), (©, v,) je mit (w,w,) 
statt, d.h. 

Wenn von den Verbindungslinien je zweier Eckpunkte zweier Te- 
traeder drei durch einen und denselben Punkt gehen, so durch- 
schneidet von den Durchschnittsgeraden der entsprechenden Tetraeder- 
flächen eine die dre: anderen. 

Nimmt man endlich an, dafs die Verbindungslinien der Eckpunkte 
zweier Tetraeder alle durch einen und denselben Punkt gehen, so liegen die 
Durchschnittsgeraden der entsprechenden Tetraederflächen in derselben Ebene, 
— der erste Ponceletsche Satz. Die Umkehrungssätze ergeben sich durch 
die Theorie der reciproken Polaren. 


S. 4. 

Die in $.1 behandelte Aufgabe wird durch die Aufgabe vervollständigt, 
durch zwei gegebene Punkte eines Hyperboloids diejenigen beiden Geraden 
zu construiren, welche zu zwei anderen auf dem Hyperboloid gezogenen 
Geraden als Generatrices desselben Systems gehören, oder kürzer: durch 
zwei gegebene Punkte zu zwei windschiefen Geraden hyperboloidische Ge- 
rade zu ziehen. 

Die beiden gegebenen Geraden seien: 


(Aa) : — Zn BE 


(Bb) : — m 


| 
| 
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und die beiden Punkte die Eckpunkte CE und D des Coordinatenietraeders 
ABCD: so sind die Ebenen 


Y tt [Ai 
(Aa,C): — — — oder a ee u, 
7 4; 
in. t w 
Bb,C): — — oder «fl ud 
a d, 


12 24 


beide Ebenen enthalten die Generatrix des zweiten Systems durch den Punkt C, 
dieselbe ist also: 
(Ce) : alt= a. —— 640805 
ebenso ergiebt sich: 
Di): Jena: 
die Geraden Aa, Bb, Ce, Dad’ bilden ein windschiefes Vierseit, d. h.: 
Alle Hlyperboloide, welche durch zwei windschiefe Gerade und 
aufserdem dureh zwei Punkte gehen, haben zugleich ein windschiefes 
Vierseit gemeinschaftlich. 
\lehr noch: die Ebene durch Dd und Ü enthält die Generatrix des ersten 
Systems Ce, und ebenso die Ebene (Ce, D) die Generatrix Dd; diese Ebe- 


nen sind: 
! u 


Dd,C) : at =a,u oder — — —, 
d,, Wi, 
u ! 7 
Cc,D) : at=au oder — — —; 
a, d,, i 


ebenso liegen die (Greneratrices des zweiten Systems Aa’ und Bb’ in den 


Übenen 
/ (ZB 
(Bb, A): — — oder 4,9 = 4,U', 
d, @,, 
’ ® W 
(Aa,B) : — = — oder 4,0 = a,W. 
Wi da 


14 
Diese vier Ebenen bilden ein Tetraeder. welches dem Coordinatentetiraeder 
umschrieben ist, und zwar in der Weise, dafs die Seitenflächen desselben 
durch die beiden Gegenkanten (Z,w) und (v,w) des Kerntetraeders gehen. 
Man hat also folgenden Satz: 
Alle Hyperboloide, welche einem Tetraeder umschrieben sind und 
durch em und dasselbe windschiefe Vierseit gehen, sind zugleich 
eınem zweilen, dem ersten Tetraeder umschriebenen Tetraeder ein- 


geschrieben 
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Die Punkte a, db, c, d, in denen die Generatrices des ersten Systems 
Aa, Bb, Ce, Dd resp. die Gegenflächen des Kerntetraeders durchschneiden. 


liegen auf den Geraden: 





y w 
(Ba) : t—=0, a nen 
U, a, 
(Ab): uv—0, AR OD 
d,; d,, 
l 7 
(De) : v—=U, —— — =— UV. 
d;,; A,; 
‘ t 
Cd):w=0(0, — — - on = 
U; d;; 


vier Gerade, deren Coefficienten der Relation 
Br EM; 

venügen, welche also hyperboloidisch liegen, d. h.: 
Wenn man einem Tetraeder ABUD ein zweites abed einzeichnet, 
so dafs die Verbindungsgeraden der correspondirenden Eckpunkte 
Aa, Bb, Cc, Dd hyperboloidisch liegen, so sind die zwölf Verbin- 
dungsgeraden der Kckpunkte des eingeschriebenen Tetraeders mit 
denjenigen des Kerntetraeders, mit welchen sie in derselben Ebene 
biegen, zu vier die Generatrices dreier neuen dem Kerntetraeder 
eingeschriebenen Hyperboloide. 

Bei der Construction des umschriebenen Hyperboloids hatte sich er- 


geben, dafs die Generatrices Cc und Dd liegen resp. in den Ebenen: 


t u t u 
— und — . 


a, 3 a, 3 u, i U; 4 





Nimmt man nunmehr irgend eine Gerade in der ersten Ebene als die Generatrix 


Cc an, etwa 
t u w 
(Ce) a —— — = —, 
GA; q,; d;; 
so ergeben sich zunächst die Generatrices des zweiten Systems Aa’ und Bb' 


resp. durch die Durchschneidung der Ebenen 
(Ce, A) : 4,4 —=a,w und (Bb, A) : a,® —= a,w 


und 
(Cc,B) : at =a,w und (Aa,B) : av = a,w, 


d. h. diese Generatrices sind: 
(Aa') : 4;,U — A,,U — A4,W, 


(Bb') 


A; nn 4,0 nn d;W; 
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u) ae | 


und endlich ergiebi sich die letzte Generatrix Dd durch die Durchschneidung 


der drei Ebenen: 


Aa, D) > — WER 
d,; d;; 
{ y 
(Bb’, D) : ER — — a 
ur a; 
{ u 
(C0,D): —— — ' 
var d,; ; 
welche drei Ebenen sich in der That durchschneiden in der Geraden: 
t u v 
Di): — = — ——. 
q,; d,; Ad; 
S. 5. 


Die Geraden Aa, Bb, Ce, Dd und Aa, BP, I’y, AÖ u. s. w., welche 
in $. 1 ganz unabhängig von einander waren, treten in einen innigen Zu- 
sammenhang, sobald die Coeflicienten « und « einander gleich werden, und 
zwar sind alsdann die einen Geraden die Polaren der anderen in Beziehung 
auf das Coordinatentetraeder, wenn man die Verbindungsgerade des Pols 
(vergl. Seite 205) einer in einer Seitenfläche eines Tetraeders liegenden Ge- 
raden in Beziehung auf das zugehörige Seitendreieck mit der gegenüberliegen- 
den Tetraederecke die Polare dieser Geraden in Beziehung auf das Tetraeder 
nennt, und umgekehrt. Man überzeugt sich leicht davon, dafs zu den vier 


hyperboloidischen Geraden: 





u ® W 
12 31 14 
! ? WW 
er ne) a 
(Bb) . =. us 2 =, 
12 23 Gy; 
! U W 
(Ce) : Ze ne =—, 
d;; 23 d,, 
| { u v 
(Dd) ı  — m — mo 
a; q,; d,; 
als Polaren gehören die hyperboloidischen Geraden: 
\ u ® w 
(Aa) : ==), —t— 1. 0. 
Le a;, d,; 
t v w 
bb : = — en PB. RE 
23 24 
t u w 
(17 / = 0. BE Fer BR E# — VÖ, 
a,, 4, , P Mi 
t u ! 
(I0) : w—= + ie E 
7 
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und zu den Generatrices des zweiten Systems: 


(Aua') : 4,,U — 4,0 — 4d,W, 
(Bb’) : a,t == 44,9 == 6,W, 
(Ce) : aut au u 


(DIE) 2 au ln ae 


ergeben sich ebenso als Polaren in Beziehung auf das Kerntetraeder die vier 


(reraden: 
(A) : ==0, A,U--44U + a,w — 0, 
BA): = ut +4,40 +4, w —=(0. 
Iy):v—=0, a,l+a,u +0,00, 
(10): w=0, 4,14 4,U-F 4,0 ==, 


ebenfalls vier hyperboloidische Gerade, und zwar die Generatrices des zwei- 
ten Systems zu Je, BP, Iy, 40. Man hat also folgenden Satz: 
Zu den Generatrices beider Systeme eines einem Tetraeder um- 
schriebenen Hyperboloids, welche durch die Eckpunkte des Tetraeders 
gehen, gehören als Polaren in Beziehung auf dieses Tetrueder die 
Generatrices beider Systeme eines dem Kerntetraeder eingeschriebenen 
Hyperboloids, welche in den Seitenflächen dieses Tetraeders liegen. 


$. 6. 

Die Anzahl dieser Sätze über Hyperboloide, welche einem Tetraeder 
eingeschrieben oder umschrieben sind, vermehrt sich bedeutend, wenn man 
aufser den Punkten «a, 5, c, d, in denen vier durch die Eckpunkte des Kern- 
tetraeders gelegte hyperboloidische Gerade die Gegenflächen desselben durch- 
schneiden, und aufser den Ebenen «, /, y, Ö, welche durch die Eckpunkte 
des Kerntetraeders und vier in den Gegenflächen desselben liegende hyper- 
boloidische Gerade gehen, resp. noch zwölf andere Punkte *) in den Seiten- 
flächen und zwölf andere Ebenen durch die Eckpunkte des Kerntetraeders in 
Betracht zieht: man erhält diese Punkte und Ebenen durch folgende Doppel- 
construclion: 





*) Ein solches System von 16 Punkten «a, Ö, e, d sind z. B. die Mittelpunkte der 
die Kanten der Seitendreiecke eines Tetraeders berührenden Kreise. 
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I) Man verbinde jeden der Punkte 
a, b, e, d mit den Eckpunkten des 
Kernietraeders, welche mil ihnen resp. 
in derselben Seilenfläche liegen, und 
eonstruire zu diesen Verbindungsge- 
raden und den mit ihnen in demselben 
Eckpunkte zusammenstofsenden Kanten 
die conjugirten harmonischen Strahlen, 
diese zu zwei 


so durchschneiden sich 


in viermal drei neuen Punkten. 


Oder Kerntelraeder 


ABUD sei ein anderes ubed einge- 


auch: dem 


Beschaffenheit. dafs 
der 


spondirenden Eckpunkte Ada, Bb, Ce, 


zeichnet von der 


die Verbindungsgeraden corre- 


Dd hiyperboloidisch liegen; legt man 
dann durch jede dieser Geraden und die 
derselben Ecke zusammen- 


mit ıhr in 


stofsenden Kanten des Kerntetraeders 
Ebenen und die conjugirten harmoni- 
ihnen und den in derselben 


schen zu 


Kante zusammenstofsenden Tetraeder- 
llächen, so ergeben deren Durchschnitts- 
geraden auf den dGegenflächen von 
ABUD je drei neue Punkte «, b, ec, d. 


Gegeben seien die vier Geraden: 


T ® w 
(Aa;) — Zi — Zi mn. 
LE dz a; 
l v Ww 
(Bb.): = — co —., 
U, , A, ., Üd,; 
, ! 7 w 
( e ) n . — — ER nen , 
ie Ay; d;; 
n 
f 2 ®) 
(Dd.): — = = — 
u, t A, | d;; 


die Ebenen durch 4a, und die Kanten 


AB, AC und AD sind: 
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2) Man zeichne die Durchschnittis- 
geraden jeder der Ebenen «, /, /, 0 mit 
den Seitenflächen des Kerntetraeders, 


welche mit ihnen resp. in derselben 
Ecke zusammenstoflsen, und construire 
zu diesen Durchschnittsgeraden und den 
mit ihnen in derselben Seitenfläche lie- 
senden Kanten die conjugirlen har- 
monischen Strahlen, so liegen diese zu 
zwei in viermal drei neuen Ebenen. 
Oder 


ABIT AI sei ein anderes «pyd um- 


auch: dem Kerntetraeder 
schrieben von der Beschaffenheit, dafs 
die Durchschnittsgeraden der correspon- 
direnden Seitenflächen fa, BP, I'y, 40 
hyperboloidisch liegen; construirt man 
dann zu den Durchschnittspunkten jeder 
dieser Geraden mit den in derselben 
Seitenfläche des Kerntetraeders liegen- 
den Kanten die conjugirten harmoni- 
schen. so liegen diese Punkte zu drei 
auf drei neuen Geraden, und die Ebe- 
nen durch sie und die Gegenecken von 
ABITA sind je drei neue Ebenen e, 
"PER; 


Gegeben seien die vier Geraden: 


(Ac):t=Q(, te 
(BB,): u =0Q, Fin + ur =e.0, 
BIT + + =0, 
(Iö,):w=0, + 2 2 == 0; 
die Durchschnittspunkte von Se, mit 


den Kanten ZB, AI und 44 sind: 
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v WW Ww u 
a, 3 a, t a, t a, 2 
u ! 

— DEE men . 

u, a 


und die conjugirten harmonischen Ebe- 


nen zu ihnen und den zugehörigen 


Seitenflächen des Tetraeders: 


BR (AB Ww ı 
iu Zei no: 
a, 3 a, i a, t u, 2 


[2 e 
un ae 6, 
Le a 3 


und deren Durchschnittsgeraden: 


u v ww 
(Aa,) — — — — — 
G,, 4, ; . 
(2 ® W 
(Aa,) — oo — —o —, 
do Hz a, k 
u v 1 
(Aa..) » — I  . 
Öbn . a, 
auf ähnliche Weise ergeben sich die 
übrigen Geraden: 
! ® w 
( Bb,) Le ra — — —, 
a, 7 d, 3 dl, i 
? w 
( Bb: ) ° TEERS —— —_—  — 
Us U, , d,, 
1 v u 
(bb) ä ae —— — SER u 
Az Ay; d,; 
t U U 
(Ce,) EURE RER TER Su nn —, 
d,, d,; d,, 
! U Ww 
(Ce.) . a ie — —, 
a d,; d,; 
t u w 
(Ge) : U Er = me un! 
ds dy; Ud;; 
t u V 
(Dd,): -— —— = —= — ; 
ad; d,, d;; 
DA.) u v 
DB 3 ; 
(,, d,,; @,, 
t u v 
(Dd,) s — —  — — 
a, ü; Bi; 
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w vw , u 
=u=0, — + —=0; 1=Vv=0,— + —=0: 
G; ee 4; 
u v 
T=w=(), — + — -() 
a a 


12 13 


und die conjugirten harmonischen Punkte 


zu ihnen und den zugehörigen Kck- 
punkten des Tetraeders: 
e) (AB H 
tI=u=V, — — — =V); t=er=l(, —— . —() 
. nn. 
u l 
tT=w=0, — — —=(, 
G,. a, 
und deren Verbindungsgeraden : 
(7 Ü H 
(Aa,):t=0 un rn ae nn ln zu 
4 rn Mm, 
. «u l 
(Au,):i=0, ———t— ol, 
a, 4, a 
FRE 0 u, © u 
Ad): = — ie — —— zei): 
: da > ur ad 


auf ähnliche Weise ergeben sich die 


übrigen Geraden: 





! © H 
(BB): u=0, —— —+—-_0 

A, a, eh, 

t ? 7 
(BP): u=0, — un anne ae rn ze ((Ü 

; in" 

1 v u 
(BB, J:u= 0, — -— — —o(): 

4, 4, ü.. 

t u w 
IY):v=0, — — + — ——(. 

| m e U, 7 4, 3 Y , 
Den rt ee 
Mus, _ 2 ——(. 

e“ : (; Ay; d, 
a Do 
u = Pe —,—, nn  — — m ö 

2 s ed, 3 (,. dä r 
48 0 t 4 u & 0) 0 
u Alien, ni wö, 
(dö BE 0 

‚u= —— zu 
u) ' Bi u’ ’ 
J t «u ® 
(S,):w=0, —t+—— —=( 
Pa FEW 
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Die Gleichungen auf der linken Seite, — wenn diese der Kürze wegen, 
und weil die Entwickelungen auf der rechten Seite stets die reciproken polaren 
Eigenschaften ergeben, allein in Betracht gezogen werden, — zeigen die 
Richtigkeit des Satzes: 

Die sechszehn Geraden Aa, Bb, Cc, Dd liegen zu vier auf 32 ver- 
schiedenen Hyperboloiden. 

Damit nämlich irgend vier dieser Geraden hyperboloidisch liegen, 
müssen ihre Coelfieienten die Bedingung «a,;,== a,; erfüllen, und durch die 
gleichzeilige Veränderung der Vorzeichen der mit demselben Coefficienten 
Ay, Azın Ars Ayys Ay Az, behafteten Glieder ergeben sich immer neue Hyper- 
holoide; darum ist die Gesammtanzahl dieser Hyperboloide gleich 2° : 2 — 32. 

Dasselbe ergiebt sich auch daraus, dafs jede von den Geraden Aa, 
Bb, Ce, Dd acht verschiedenen Hyperboloiden als Generatrix dienen kann. 
In der That, geht man z. B. von der Generatrix Aa, aus und vereinigt mit 





ihr irgend eine der vier Generatrices durch den Punkt B, z. B. Bb,, so 
liegen nach $. 4 die durch die Eckpunkte EC und D des Kerntetraeders 
gehenden Generatrices desselben Systems resp. in zwei bestimmten Ebenen, 


nämlich in 


d;; U;; a, t a, t 
jede dieser Ebenen aber enthält zwei und nur zwei der fraglichen Geraden; 


nimmt man eine derselben als Generatrix, z. B. 


l U w 
(Ce,)  — m — = —, 
u d,; q,, 
so ist die Generatrix durch den Punkt D vollständig bestimmt, nämlich: 
/ { (2 ! 
d d,, d, | 


hätte man als dritte Generatrix die andere Gerade durch den Punkt EC ge- 


nommen, nämlich: 
! u w 


(Ce, Be: et U ee  OE Eg 


d;; d,; d,;; 


so wäre die Generatrix durch den Punkt D gewesen: 
t u v 

(Dd,) u — mo Ze — 

@, 2 d,, 


Wenn man also Aa, mit Bb, vereinigt. so erhält man die beiden Systeme 


hyperboloidischer Geraden: 
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Aa, Bb,, Ce, Did,; 

Aa,, Bb,, Cc,, Did 
und nur diese beiden: statt 3b, konnte man aber als zweite Generatrix auch 
Bb,, Bb,, Bb,, wählen, und darum gehört Aa, und so jede der sechszehn 
Geraden acht verschiedenen Hyperboloiden als Generatrix an, woraus die 
Gesammtanzahl aller möglichen Hyperboloide gleich 8x 16:4 — 32. 


5%, 
Die sechszehn Punkte «, db, ec, d liegen, aufser zu vier in den Seiten- 
llächen des Kerntetraeders, noch zu sechs in Ebenen, welche zugleich einen 
Eckpunkt dieses Teiraeders enthalten, z. B. liegen die sechs Punkte: 


m v Ww 
7): FR 0 Ga re 
> a, 3 de, 4 
ü u v® Ww 
\ dad ) ° I = Ö, a.. = 2. — a.. . 
12 13 14 
re = 2, 
G2 a); d;; 
u. t D) w 
(b,) 71 a 0, -—— ie ED dumme aan 2,00 
(2 d,; d;; 
1 u w 
(c,) wa a 0 . rg 
13 23 q,;, 
u u w 
(e,) : 90, Br u = — 
13 23 34 
in der Ebene 
Arzt + A,;U = . And _— 0, 


also die sechs Punkte: 


a a4; ©; 5, ©, c„ in der Ebene Ö', 


ebenso 
4 
b, $) b, » Cu> C5; d, R) d, - ‚ ne (Gy; 
! 
C, $) Cu B) 1/7 5) 4, D) d, ’ d, ” z. - Pi > 
4 
Aus A; ., b,, d,, d,, a . u Yv} 


die zwölf Punkte a@,, @,, a,, d,, d;, Du, Cırs Cus Cu, d,, d,, d, liegen also 
zu sechs auf den Seitenflächen und zu zwei auf den Kanten des Tetraeders: 


(@,) : 7 FEXL -- A,;® 4 d,,W = 0, 
(Pi) : 4;;t z. d;V -- d,W == 0, 
(Y ‚) . A,;t -- UdzU -- dw = 0, 


(0): Aul+ Gau Ft a, 0; 


| 
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dieses Tetraeder ist dem Kerntetraeder umschrieben und aufserdem von der 
Beschaffenheit. dafs die Durchschnittsgeraden seiner Seitenflächen mit denen 


des Kerntetraeders hyperboloidisch liegen. Zieht man ferner in Betracht, dafs 


I 


die zwölf Punkte @,, @,, ... d, gerade diejenigen sind, welche man durch 
die Construction des 8.6 erhält, wenn man von den Generatrices Ada,, Bb,, 
Cc,, Dd, als den gegebenen ausgeht, und nennt man der Kürze wegen die- 
jenigen drei Punkte, welche sich ergeben als die Durchschnittspunkte der zu 
den Verbindungslinien eines Punktes P mit den Eckpunkten eines Dreiecks 
ABC und den Dreiecksseiten eonjugirten harmonischen Strahlen, die Polar- 
punkte von P in Beziehung auf das Dreieck ABC, so läfst sich die eben 
vefundene Eigenschaft folgendermafsen aussprechen: 

Wenn man einem Tetraeder ein zweites einzeichnet, so dafs die 
Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte hyperboloidisch biegen, 
und zu den Kekpunkten des letzteren in Beziehung auf die Tetraeder- 
dreiecke, ın denen sie liegen, die Polarpunkte construirt, so biegen diese 
zwölf Polarpunkte zu zwei auf den Kanten eines dem ersten Tetrueder 
umschriebenen Tetraeders, dessen Seitenflächen die des ersteren in hyper- 
holoidischen Geraden durchschneiden. 

Im Ganzen bestimmen (nach $.6) die sechszehn Punkte a, db, ce, d 
zu zwölf 32 umschriebene Telraeder, deren Seitenflächen die des gegebenen 
in hyperboloidischen Geraden durchschneiden. Die zwölf Punkte jedes dieser 
32 Systeme lassen sich ansehen als hervorgegangen aus der Durchschneidung 
der Seitenflächen des gegebenen Tetraeders mit den Kanten eines bestimmten 
umschriebenen, und daraus ergeben sich anderweitige Beziehungen in der 
Lage dieser Punkte: durch Umkehrung nämlich der Chastesschen Ausdehnung 
des Satzes vom Pascalschen Sechseck auf den Raum ergiebt sich, dafs, wenn 
sich die Seitenllächen zweier Tetraeder in hyperboloidischen Geraden durch- 
schneiden, die Seitenllächen des einen auf den Kanten des anderen zwölf 
Durchschnitispunkte ergeben, welche auf einer Fläche zweiten Grades liegen; 
dies ist hier der Fall, und zwar liegen z. B. die zwölf Durchschnittspunkte: 

nA a BE TE 
der Flächen des Tetraeders ABCD mit den Kanten des umschriebenen Te- 


! 1% ! \ » Yin . 
traeders «,,’3,y, 0), auf der Fläche zweiten Grades: 
4, ,4,,a,, U” +a,,a,,a, W-+ a, ,a, ,4,,0’+a,,4,,a,,w? 





ug“ Tat I 
0,,0,,7 0,0, 79,0, 


d,UV - Av + a,tU + a,tw + a, uw -+ a,0w — 0; 


23714 
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denn diese Gleichung läfst sich eiwa bringen auf jede der vier Formen: 


u, ww ., wi‘. , 4 
dd BE ee | m — T - - 4d;,doy (— 1 - — ) re &ei Samen 
a a a N", 


12 a, i 31 14 12 
vo , 4 A A | 
+ aa, 2 ) (= -—)+ El...) =U, 
U, G,’ NG, 3, 
( — - JE - And a EN r 8 
d,dı4 ei ru a mn 7 ö 12%#34 BEER TE ng rn, 2 Zn 
.. | hi | ! 
d,; re a,,/ Le Ay; 
Ä w 2 vw, TI 
E; d;,0o4 et pe tr og - Ui.. 3 — U). 
Ga 7 
_ , m wei ,% u u“ | E‘ 
d;; G,; q;; d;; U, ; x d.; 
m , N’, u 
? ale a } er 4 v(.)=%W. 
- a; d;; U; dt, ‚7 
ii, u ei, o\, Wo, Lt 
Glas — TI —- I. To) T Gala u pP 
u, i q;; a, 4 d;; d,; de, t 
Be, 3 0 
U;,d:> 24 Ey [Ave aa - pe w(. ..) — V. 
(, 4 a, t a, 4 (ft; i | 


d.h. die Fläche zweiten Grades ist umschrieben jedem der vier Dreiecke 
a,a,a,, ®,b,b,,; €;C,C,, d,d,d,, deren Seiten der Reihe nach sind: 


® w PETER 
(a,a,): —+——(, (bb): — 4 — |, 
d,, ; u: y 
(2b U ’ I ® 
(a,a,) :t=0, (—+——=0, und (8,5) :u=0, (—+ — —(, 
ed, ' ed, 2 d,, dt, \ 
u v u, 3 
TF am — — 0; (b,b,) - —- — —(: 
4, 4, \@, 4 
j u 2 u v 
Clw) : Ze (d,d,) : — + — ——f), 
(dd, , d,,; a; , 
’ w : v t 
(&,6) : vB, — + — (0, und (d,d,) : w=0. —+———(, 
d;; d;, 2 u, 4 
| t u u 
e) : MEAN abend 7 | 7 (d,d,) : BE —+- ——l(. 
d,, db, , a; d,; 


Durch gleichzeitige Veränderung der Vorzeichen der Coefficienten «,, 
erhält man die anderen Systeme von Punkten und darum auch die zugehörigen 
Flächen. Im Ganzen also liegen 


die sechszehn Punkte a, b, c, d zu zwölf auf 32 Flächen zweiten 
Grades. 
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$. 8. 

Im innigsten Zusammenhange mit den bisherigen Untersuchungen stehen 
die über Tetraeder , welche einander zugleich eingeschrieben und um- 
schrieben sind, Untersuchungen, welche zuerst von Möbzus (Bd. III p. 273 
bis 276 dieses Journals) angeregt und später von Steiner (Systematische 
Entwickelung etc. Art. 58, p. 247 bis 250) erweitert worden sind. 

Es sei das Tetraeder gegeben: 

Il, uud, - ud w—=d, 
und durch die Eckpunkte A, B, C, D desselben die vier Geraden gelegt: 


U ® WW 


(Aa) : —  — m —, 
Up iz ds 
f " WW 
Bb man = — mo, 
d,, U, ; 7 Fr 
! u U 
j u. 
(Ce) : u — = zus ne 
31 32 34 
! u v® 
(Dd) ı  — mo — m — 
d,; d,;; U;; 


wo a, b, e, d die Durchschnittspunkte dieser Geraden mit den correspon- 
direnden Gegenflächen des Kerntetraeders ABCD sein mögen; damit nun- 
mehr das eingeschriebene Tetraeder adced dem Kerntetraeder zugleich um- 
schrieben sei, müssen die Seitenflächen des ersteren durch die Eckpunkte des 
letzteren gehen, d. h. mufs es zunächst eine Ebene geben durch den Punkt A, 
welche zugleich die Punkte db, c, d enthält, d. h. in der Gleichung einer sol- 
chen Ebene 
u, vv, w 


ea Bi ee 


m n p 


müssen sich die Coefficienten m, n, p so bestimmen lassen, dafs die Eckpunkte 


! ® w 
{ b ; WU Ö, m = — m — 
d,, dt, 3 4, i 
) u w 
C 2 Br 0, — III =— —, 
U;; U;z dl, ; 
T u > 
(d ) w= 0. ge zm— m me 
; d;, d;; 


in ihr liegen; die Ebene aber geht durch den Punkt #4, den Punkt e, den 
Punkt d, wenn resp. 


n (d, m Ü,. m Us; . 


er PN 32 a 





—— ae —— — 
ı - nt . 


p u” p G,, n d,, 
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es mufs also sein 





“. ü. a 
8 Se a e.. Hm —0u; 


a, q,, d,, 





dieses ist die analytische Bedingung. damit die Ebene ded durch den Punkt 4 
geht; ebenso sind die Bedingungen, dafs die Ebenen ea@d und abd resp. durch 
die Punkte 3 und Ü gehen: 
dz = —A,; UNE an —MAr: 
und es ist leicht zu sehen, dafs alsdann auch die Ebene «be durch den Punkt 
D geht. Ueberhaupt also sind die Bedingungen, dafs die vier Geraden Aa, 
5b, Ce, Dd die Flächen des Tetraeders ABCD in Punkten durchschneiden. 
welche als Eckpunkte einem Tetraeder angehören, das dem Kerntetraeder 
zugleich in- und umschrieben ist, enthalten in der Beziehungsgleichung:: 
dx, = —Ü.;. 
Es sind also z. B. vier der Aufgabe entsprechende Gerade: 


% ® WW 


(Aa,) : De 
t, 2 13 14 
ri f © w 
/ N m a0 BR 
Bb): —— wi 
Az G,, q,, 
"Ce j ! H = u 
F IL 3 U, 3 dl, 1 
N t 7 N 
77 WR. PA 
a, t (, { a; 4 


und die Gleichungen der Seitenflächen des durch sie bestimmten, dem Kern- 


tetraeder zugleich in- und umschriebenen Tetraeders sind: 


(Aa,) : A, U — 4,0 + A,w — $, 

(BP) : —Ayt + A, +4,w — 0, 

I):  Aul— a,U I2.%w — (0, 

A): Ayla, U + anP® — (. 
S. 9. 


Construction eines Tetraeders, welches einem gegebenen Tetraeder 
zugleich in- und umschrieben ist: 

Es seien gegeben das Kerntetraeder ABCD und in den Seitenllächen 
BCD und CAD desselben die beliebigen Punkte 
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(2 ® Ww 
(8) : u, — Z—  — = — 

Le A; 4; 

! ® Ww 

(b)  u—=— — en — —— 

Ad, dy; d;; 


als Eckpunkte des gesuchten Tetraeders; zu finden seien die Eckpunkte e 
und d, so dafs das Tetraeder «bed dem Kerntetraeder zugleich in- und um- 
schrieben ist; weil 
1) das Tetraeder abed dem Kerntetraeder eingeschrieben sein soll, 
mufs Punkt ce liegen in dem Durchschnitt der Ebene «DD mit ve —=0, d.h. 
in der Geraden: 
(D) :v—=0, a,t+a,U = (, 
und der Punkt d in dem Durchschnitt der Ebene abC mit w =0, d.h. in 
(dUÜ):w=0, a,l—a,u —= IL. 
Weil 2) das Tetraeder abed dem Kerntetraeder ABCD umschrieben 
sein soll, mufs die Ebene ded gehen durch 


(BA) : u— 0, Bee a 


O,; G;; 


und die Ebene acd gehen durch: 


| 1 W 
(BB): >, —t—-—0; 


LE G4 


im Ganzen also mufs die Gerade cd durchschneiden die vier Geraden: 











® WW 
A): u=0) in ar he 
(04) | 2-20, 
rt wi, 
Tr a 
t 4 
(dl) :w—=0, —— —(), 
U Ay; 


welche vier Geraden, weil in ihren Gleichungen @,, = a;; ist, hyperboloidisch 
liegen. Diese vier Geraden werden auch durchschnitten von den Kanten ab, 
AB, CD, d.h. die vier Kanten 


ab, cd, AB, UCD 


liegen hyperboloidisch, ein Steenerscher Satz (Systemat. Entw. etc., pag. 250, 
Anm.). 
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In dem ersten Theile dieser Entwicklung ergeben sich als geometrische 
Orte sowohl für den Eckpunkt e als für den Eckpunkt d bestimmte Gerade: 
nimmt man nunmehr auf einer dieser Geraden einen beliebigen Punkt als 
dritten Eckpunkt des gesuchten Tetraeders an, z. B. 


! 7 w 
(ce) :v—=U, — II — — =, 
Ad; U; A; ; 


so ergiebt sich der vierte Eckpunkt d etwa als der Durchschnittspunkt der 


Ebene: 
(acB) : —a,t +a,0+a,w — 0 
mit 
! u 
dd): w—=(, ————(, 
d,; d,, 
d. h. 
! u © 
(d) > w=——(, — II m 
ds d,; d;; 


Wie ab, cd, AB, CD, so liegen auch die Gegenkantenpaare wc, bd, 
AC, BD und ad, be, AD, BC je auf einem bestimmten Hyperboloid als 
(reneratrices desselben Systems. Diese von Steiner gefundene Eigenschaft 
der Gegenkanten zweier Tetraeder, von denen das eine dem anderen zugleich 
in- und umschrieben ist, läfst sich noch unter einem anderen Gesichtspunkte 
auffassen, wenn man daran denkt, dafs jede Ebene durch eine Generatrix 
eines Hyperboloids dasselbe berührt, nämlich, wie folgt: 

Die Seitenflächen zweier Tetraeder, von denen das eine dem 
anderen zugleich in- und umschrieben ist, sind zugleich Tangentialebenen 
von drei verschiedenen Hyperboloiden. Oder auch: 

Jede zwei Teiraeder, von denen das eine dem anderen zugleich 
iın- und umschrieben ist, sind drei verschiedenen Hyperboloiden zugleich 
ın- und umschrieben. 

Durch Entwicklungen, ähnlich denen in den $$.5 und 6, ergeben sich 
noch folgende Sätze: 

Wenn man zu einem gegebenen T'etraeder ein zweites construirt, 
welches dem ersteren zugleich in- und umschrieben ist, und die corre- 
spondirenden Eckpunkte mit einander verbindet, so sind die Polaren 
dieser Verbindungsgeraden in Bezug auf das erstere Tetrueder solche, 
dafs Ebenen, durch sie und die Gegenecken desselben gelegt, ein drittes 
Tetraeder ergeben, welches ebenfalls dem Kerntetraeder zugleich ın- 


und umschrieben ıst. 
31 * 
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Pie sechszehn Punkte a, b, c, d ($.6) bestimmen zu vier als 
Iickpunkte 32 verschiedene Teetraeder, welche dem Kerntetraeder zu- 
gleich ın- und umschrieben sind. 

Die Gesammtanzahl der Steinerschen Hyperboloide, wenn man 
alle sechszehn Punkte a, b, ce, d in Betracht zieht, ist 24; — ebenso ist 

die Gesammtzahl der Hyperboloide, welche durch die Verbindungs- 
geraden der Punkte a, b, c, d mit den in derselben Ebene liegenden 


Eckpunkten des Kerntetraeders (8.4) bestimmt werden, 24. — 


$. 10. 

Kine eigenthümliche Anwendung finden die in den $$.1 und 8 ent- 
wickelten Resultate bei dem Beweise einiger Sätze vom ebenen Vierseit: 

Die Seiten eines vollständigen Vierseits bilden vier Dreiecke; die 
Durchschnittspunkte der Höhenperpendikel dieser vier Dreiecke liegen 
auf einer geraden Linie. (Steiner, in Gergonnes Annalen, Bd. XVINM. 
pag. 302. 303, und in diesem Journal, Bd. II, pag. 97). 

Die Seiten des Vierseits seien resp. die Coordinaltenseiten: 

(1) IQ sh seh weh 

zwischen denen als Coordinaten der Ebene die Beziehungsgleichung 


(2.) EB Ne WE Bi 
En" wie Burn 


— (0 

stattfinden möge: die w-seile möge elwa die {- und v-seite im Innern 
des Dreiecks /wv und die über den Eckpunkt (%, vo) verlängerte w-seite durch- 
schneiden, so dafs die Coordinatensysieme der vier gebildeten Dreiecke sein 
mögen: 

u —v,w; v,t, —w; Luw; Lu, v; 

bezeichnet man dann durch (w,®v), (v,), u. s. w. die Winkel, welche nach 
der positiven Seile der zugehörigen Coordinaten zu liegen, so ergeben sich 
als die Gleichungen der vier Durchschnittspunkte der Höhenperpendikel- 
systeme (Salmon, conic sections, Art. 66), nämlich im Dreieck: 


(uvie) : cos(v, w).uU — C0S(U,w).v — C0S(U, v).w, 

j (ehe) : cos(w, v).f — cos(w, f).v = cos(v, t).w, 
(v.) | Br | 

tue) : cos(w, u).E= cos(t, w).u — cos(t, u).w, 


ur) : cos(v, u).E= cos(t, v).uU = cos (u, f).v . 
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ein System von Gleichungen, für welches die Bedingung 
dx — dk; 


stattfindet, welches also nach $.1 folgendes zweite System zur unmittelbaren 
Folge hat: 



































U ® WW 

cos(t, u) cos(t,v) cos(t,w) 
t v W 

A) cos (u, f)  cos(u,r) cos(u,w)’ 
\ t Ir 7 | w 

cos(v,t) cos(v, «) 7e0s(v, w) 

! 7 2 x) 
cos(t,w) cos(u,w) cos(v, ır) 


Für räumliche Coordinaten würden die Gleichungen (3.) und (4.) die 
Generatrices beider Systeme eines Hyperboloids bedeuten: die Gleichung die- 
ses Hyperboloids wird vermöge der Bedingungsgleichung (2.), d. h. für unsere 
ebenen Coordinaten, die eines Kegelschnilts, auf welchem beide Systeme von 


je vier Punkten liegen. Die Punkte (4.) aber sind einzeln die Durchschnitts- 


punkte der Verbindungslinien der Höhendurchschnitispunkte von drei Dreiecken 


je mit dem Eckpunkte, welchen diese Dreiecke einzeln mit dem vierten Drei- 


eck gemein haben, z. B. der Punkt: 


2 ® Ww 











—. 


cos(t,u) cos(t,v) cos(t,w) 


ist der Durchschnittspunkt der drei Geraden: 





cos (L,0).u = cos t,u).v, cos(l,w).v—= cos(f,v).w, cos(t,u).w = cos (t,ıe).u, 


d. h. der Verbindungsgeraden der Höhendurchschnitispunkte der Dreiecke 
/uv, tvw, twu resp. mit den Eckpunkten (w,v), (v, ww), (w,w) des Drei- 
ecks uve, und so die übrigen Punkte. Jede drei dieser Verbindunes- 
geraden sind als Lothe auf einer und derselben Geraden parallel. d. h. ihr 
Durchschnittspunkt liegt im Unendlichen; die Punkte (4.) liegen darum im 
Unendlichen, d. h. können als auf einer im Unendlichen liegenden Geraden 


*) Wenn f, u, vo, w räumliche Coordinaten und (t,«), (ft, vo) etc. die Neigungs- 
winkel der zugehörigen Coordinatenebenen oder, was dasselbe ist, ihrer Normalen, beide 
mit gleichem Zeichen genommen, bedeuten, so drückt das System (4.) die vier Höhen- 
perpendikel des Coordinatentetraeders aus; weil für dasselbe die Bedingung «x; = «;; 
erfüllt ist, so sind diese Höhenperpendikel hyperboloidische Gerade, eine zuerst von 
Steiner gefundene Eigenschaft dieser Linien (vgl. dieses Journal Bd. Il, pag. 97). 
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befindlich angesehen werden. Darum ist der Kegelschnitt, auf welchem die 
Punktsysteme (3.) und (4.) liegen, ein System zweier geraden Linien, und 
deshalb müssen die vier Durchschnittspunkte (3.) der Höhenperpendikel selbst 


auf einer geraden Linie liegen. 


5.84, 

Die Verbindungslinien der Mittelpunkte der den vier Dreiecken, 
weiche durch die Seiten eines vollständigen Vierseits gebildet werden, 
umschriebenen Kreise mit den Eckpunkten des Vierseits durchschneiden 
sich zu drei in vier Punkten, welche mit den Mittelpunkten selbst auf 
einem und demselben Kegelschnitt liegen. 

Unter den vorigen Vorausseizungen ergeben sich als die Gleichungen 
der vier Mittelpunkte, wenn wir diese, je nachdem sie den Dreiecken uvm, 
vtw, tuw, tuv angehören, durch m,, m,, m,, m, bezeichnen: 






































h u v w 
(m,)  —— —— + 
cos(v, 0) cos (u, %) cos (tt, ©) 
! v w 
(m, ) . | = —— . 
cos(Ww,v) cos(w, t) cos(v, ?) 
| ! u w 
(m,) : —— = zum R 
cos (WW, «) cos(t, w) cos(t, «) 
FR { u v 
m,,): = == 
en cos(v,%) cos(f,v) cos(u,f) R 


Gleichungen, für welche die Bedingung «, == a,; stattfindet, zu denen also 


nach $. 1 als zweites System von Punkten gehört: 


(P:) cos (lt, u).u — cos(L,v).v —= cos(t, w).w, 
(P.) : cos(w,t).t — c05(u,v).v — cos(u, w).w, 
(p,) : cos(v,t).t = cos(v, u).u — 005 (v,w).w, 
(pu) : eos(w,t).E = c0Ss(w, uU).U = cos(w, v).v i 


wo Ps Pus Ps Pu Fesp. die Durchschniltspunkte sind der Verbindungsgeraden 
der Mittelpunkte der umschriebenen Kreise dreier Dreiecke mit den Eckpunk- 
ten, welche dieselben einzeln mit dem vierten Dreieck gemeinsam haben (Vgl. 


$. 10). 


Punkten, welche mit den Mittelpunkten »z,, m,, m,, m, auf demselben Kegel- 


Diese Verbindungslinien also durchschneiden sich zu drei in vier 


schnitt liegen. 
Steiner hat beobachtet, dafs die vier Mittelpunkte der umschriebenen 
Kreise selbst auf einem Kreise liegen. Obschon Beweise derarliger Situations- 
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eigenschaften der Theorie der Verhältnifscoordinaten fern liegen, wenigstens so 
lange man nicht Kreise als Kegelschnitte betrachtet, welche zwei (imaginaire) 
Punkte im Unendlichen gemeinsam haben (Puncelet, prop. proj. Art. 94), so 
folgt aus dem eben bewiesenen Satze dennoch leicht die Richtigkeit der Ster- 
nerschen Behauptung, weil die Figur unmittelbar erkennen läfst, dafs von den 
acht Punkten m und p sechsmal vier Systeme auf einem Kreise liegen, nämlich 
Pı> Pı> m, Mu5 Pı> Pı>s M,, M,, US. W., 

wie sich aus der Gleichheit der Winkel p,m,p, und p,m,p., pım,p, und 
pPım,p, U. S. w., als Aufsenwinkel an der Spitze der gleichschenkligen Drei- 
ecke {(t,v), (u, v), m,} und {(4,w), (u,w), m,!, {(£, u), (v, u), m,} und 
(t,w),(v,w), m,} u. s. w. sehr einfach ergiebt. Der Kegelschnitt also. auf 
welchem die acht Punkte » und p liegen, mufs selbst ein Kreis sein. 


$. 12. 

Eine andere Beziehung der Lage ergiebt sich für die Schwerpunkte 
der vier durch die Seiten des vollständigen Vierseits gebildeten Dreiecke, 
oder allgemeiner für die Pole (vergl. Seite 204) einer beliebigen Trans- 
versale in Beziehung auf diese vier Dreiecke. 

Die Seiten des Vierseits seien wie bisher die Coordinatenseiten. ver- 
einigt durch die Beziehungsgleichung: 


(1) t+-u-vtw— (0, 
wo {, u, v, w beliebige Constanten enthalten, so sind die Diagonalen dieses 
Vierseils: 


u-v—=h = — (tw) =(. 
(2.) vr+ti=u= —(utw) = (0, 
I-+u=v = —(i+w) =. 


Bezogen auf die neuen Coordinatenseiten 4, %,, ®, des Diagonalendreiecks 
sei die Gleichung der Transversale: 


(3.) It, -- uu, + vv, = 0, 


alsdann sind die Gleichungen der Transversale für die ursprünglichen Coor- 
dinatendreiecke wow, vw, tuw, tuv: 


(u—4)u1(v— i)v+(u-v)w — (0, 

(4) A— u)t +— uJ)v-(r+l)e = (0, 
A—rv)i+(u—rv)u +(4+u)w = (0, 
(u+rv)i+ (v+A)u+ (44 u)v ===, 0; 
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also die Pole dieser Geraden in Beziehung auf die einzelnen Coordinaten- 


dreiecke: 
(u—W)u=(v—W)v=(utrv)w, 
(5, k— u)t — (v— u)v= (v-+A)w, 
2.) (,—v)t = (u—rv)u —= (A-+u)w, 
((u+tr)i= (v+A)u= (Atu) rz 


Systeme von Gleichungen, für welche die Bedingung 
dx = di 


staltlindel; dieselben haben also nach $.8 folgendes neue System von Glei- 
chungen zur unmiltelbaren Folge: 

















[ 7 v Ä 1 
“ v+4 Ty—u Su 
—f v w 
en En Rn: = 
) | ie 
(6.) A+u v+u A—vV 
! " ww 
_— — (, 
A+V u+v % u—4 : 
! ' u v 
i 2a, 7 en u ii 


die Gleichungen von geraden Linien, welche gehen durch die Durchschnitts- 
punkte der Verbindungsgeraden der Pole von irgend drei Dreiecken je mit 
dem Eckpunkte, den dieselben mit dem vierten Dreieck gemein haben, mit der 
jedesmaligen Gegenseite dieses Dreiecks: in der That geht z. B. die erste von 
den Geraden (6.) durch die drei Punkte: 

u=0, vwr—u)=w(r-A), 

e—=0, w(A+u)= u(u—v), 


v0, uw-tr)—=v(tu), 





und ähnlich die übrigen: man hat also folgenden Satz: 
Durch die Seiten eines vollständigen Vierseits werden vier Drei- 
ecke bestimmt, von denen je drei einen Eckpunkt mit dem vierten gemein 


*) Als die Gleichungen der vier Schwerpunkte ergeben sich unter den Voraus- 
setzungen von $. 10, und wenn man annimmt, dafs sin (vo, w) = —sin(w, v) u. S. w.: 


sin(v, w).u = sin(u, w).v = sin(u, v).w, 
N = sin(w, t).v=sin(v, t).w, 
t= sin(l, w).w = sin(f, u).w, 
t = siın(t,v).u = sin(w, t).v 


sin (20, v). 
sin (ww, u). 


sin(v, «). 
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haben; verbindet man die Pole einer beliebigen Transversale in Beziehung 
auf irgend drei dieser Dreiecke (eventualiter die Schwerpunkte derselben) 
je mit dem Eckpunkte, den sie mit dem vierten gemein haben, und ver- 
längert diese Verbindungsgeraden bis zur Durchschneidung mit der je- 
desmaligen Gegenseite des vierten Dreiecks, so liegen diese drei Durch- 


schnittspunkte auf einer geraden Linie *). 


$. 13. 

Noch einfacher gestaltet sich die analoge Eigenschaft der Mittelpunkte 
der den vier Dreiecken uvw, vtw, tuw, tuv eingeschriebenen Kreise (der 
Kürze wegen sind zunächst nur die inneren Berührungskreise in Betracht ge- 
zogen); diese vier Mittelpunkte sind unter den Voraussetzungen von $. 10: 


um — VW, 
—/1 —— = 9 zn Wi, 
I=u =w, 
isayzmp ’ 
Gleichungen, welche nach $.8 vermöge der Bedingung «4, = — a,; folgende 
vier Gleichungen nach sich ziehen: 
— u+-v-w—(, 
t —v’-w=—=(, 
—t!-+-u —w — (, 


\ 


—t+u-v 0, 


d.h. die Gleichungen der Polaren der vier Punkte: 





*) Dieselbe Beziehung der Lage haben die Punkte, in denen sich die Verbindungs- 
linien der Eckpunkte jedes der vier Dreiecke eines vollständigen Vierseits mit den Durch- 
schnittspunkten der in den jedesmaligen anderen beiden Eckpunkten des Dreiecks an den 
umschriebenen Kreis gelegten Tangenten durchschneiden, wie sich sofort aus den Glei- 
chungen dieser vier Punkte ergiebt (Salmon, conic sections, Art. 104): 


u ” v En Ww 
sin(v,w)  sin(u,w)  sin(w,v) ? 
t u: ® 2 w 
sin(w, v) — sin(t, w) sin(v,t)’ 
t a u w 
sin(w,u) sin(t, w) — sin (t,u)? 
t e. u äh, V 
sin(v,u) sin(t,v)  sin(w,t) 
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— = 9 m 

t = —--ıI1=—w, 
[= u = — uw, 
— ij up a 


die ihrerseits wiederum den Mittelpunkten der die Dreiecke wvw, vtw, tum, 
fur, und zwar resp. die Seiten ww, v, u, Z von Aufsen berührenden Kreise 
angehören. Man hat also folgenden Satz: 

Wenn man die Mittelpunkte der inneren Berührungskreise von 
irgend drei der vier Dreiecke, welche durch die Seiten eines vollständigen 
Vierseits gebildet werden, verbindet mit denjenigen Eckpunkten des vier- 
ten, welche sie resp. mit diesem gemein haben, so liegen die Durchschnitis- 
punkte dieser Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenseiten des 
vierten Dreiecks auf einer geraden Linie; diese Gerade ist die Polare 
des Mittelpunktes eines der äufserlich berührenden Kreise für das vierte 
Dreieck. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt. Geht man nämlich von den Mittel- 
punkten der die Aufsenseiten des Vierseits äufserlich berührenden Kreise der 
Dreiecke aus, so kommt man zu den Polaren der Mittelpunkte der inneren 
Berührungskreise je des vierten Dreiecks. Diese Reciprocität findet auch 
zwischen den Mittelpunkten und zugehörigen Polaren für die Kreise statt, 
weiche die sich durchkreuzenden Seiten des Vierseits von Aufsen berühren. 

Der Steinersche Satz, dafs die Mittelpunkte der sechszehn Berührungs- 
kreise der vier Dreiecke des vollständigen Vierseits zu vier auf acht neuen 
Kreisen liegen, etwa in der Form ausgesprochen, dafs bei jedem einzelnen 
Viereck im engeren Sinne die auf einander folgenden Halbirungslinien der 
Innenwinkel oder Aufsenwinkel ein Vierseit im Kreise bilden, läfst sich sehr 
leicht durch die ersten Elemente der Geometrie beweisen. 


Berlin. im October 1857. 
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Das Fünfflach und Fünfeck im Raume entsprechend 


dem Vierseit und Viereck ın der Ebene. 
(Von Herrn ©. Hermes.) 





Di. Eigenschaften des vollständigen ebenen Vierseits lassen sich am 
Einfachsten entwickeln, wenn man die vier Seiten desselben als Coordinaten- 
seiten betrachtet; dieselben seien 


(1) 4=06 sd v0, 20, 
zwischen welchen Coordinaten, als Coordinaten der Ebene, die lineare Be- 
ziehungsgleichung 
(2) t+-u+rV+2—=0, 
wo £, u, v, x beliebige Constanten enthalten, stattfinden soll. Unter dieser 
Voraussetzung hat man die vier Gleichungen: 


(T) *): u-v+z2 —(, 
(U) :t: J++2=0, 
(3) VW :itu +-=0, 
(A) :t-+u+4v — 0 


resp. zu betrachten als die Gleichungen der Geraden (1.), d. h. der Seiten 
des vollständigen Vierseits in Beziehung auf die jedesmal durch die drei 
übrigen Seiten gebildeten Dreiecke als Coordinatendreiecke. 

Die 6 Eckpunkte des Vierseits sind alsdann: 


uwv))—= A :u=v—=(, 
v))=B:vv=et=l0, 
Ge) : au 
Go): ter—d, 


(,2)=B,: w=rl, 


(4.) 


e,2)=6 :v 20, 


und die drei Diagonalen, d. h. die Verbindungsgeraden der Durchschnittspunkte 





*) Es ist zu bemerken, dafs durch die grofsen Buchstaben (T), (U), ... gerade 
Linien, resp. Ebenen, durch die kleinen Buchstaben (1), (w), ... Punkte ausgedrückt sind. 


32 * 
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der Seitenpaare: 


(AA,) - u za 0 — _ (t -. 2), 
(5.) (BB): ve +1=0=—(ute), 
(CC,) : IHu=0=— (v8); 


dieselben bilden ein Dreieck, das Diagonaldreieck, welches zu Eckpunkten hat: 


\ (A) . —_tEET— 4 == gl — 2), 
(6.) PA B) Bu u un ® == —r), 
(I) . u u—= —v— —r): 


ierner sind die Verbindungsgeraden der Ecken des Vierseits und des Diagonal- 


dreiecks: 


Wa -u—v—(, (4,4): t— 2 —=U, 
(7.) (BB): v—t=0, und (BB) :u— ce —=(, 
ler : t— u=0 (UT): v—r=0; 


diese 6 Geraden durchschneiden sich zu drei in vier Punkten, d. h. sind die 


Seiten eines vollständigen Vierecks mit den Eckpunkten: 


(£) : um’ =[T, 
(u): = 9 
(8.) | 
(v) ı sn =T, 


(a): t=u=v 
Aus diesen Systemen von Gleichungen lassen sich mit Leichtigkeit die sämmt- 
lichen harmonischen Beziehungen zwischen den Seiten und Diagonalen des 
vollständigen Vierseits und zwischen den Ecken und Durchschnittspunkten der 
Seiten des vollständigen Vierecks ableiten. 
Die Eckpunkte des Vierecks /urw sind die Pole (vergl. S. 204) der 
Seiten des Vierseits TUVW in Beziehung auf die Dreiecke, welche jedesmal 
von den drei übrigen Seiten des letzteren gebildet werden. Was die Lage der 
Punkte 7, u, v, w (8.) anbetrifft, so ist leicht zu sehen, dafs ihre Verbin- 
dungslinien zu zwei (7.) immer durch einen Durchschnittspunkt der Seiten 
des Vierseits TUVW (4.) gehen, d.h. 
das Vierseit V ist dem Viereck v eingeschrieben und das Viereck v 
dem vollständigen Vierseit V umschrieben, so nämlich, dafs die 
6 Eckpunkte von V auf den sechs Seiten von v liegen. 
Das Diagonaldreieck 4B/' ist beiden Figuren V und v gemeinschaft- 
lich, nämlich in der Weise, dafs die Seiten desselben (5.) die Eckpunkte 
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von V zu zwei verbinden, und die Ecken desselben (6.) die Durchschnitts- 
punkte der Seitenpaare von ©» sind. 

Ferner sind die 6 Seiten des vollständigen Vierecks » (7.) die con- 
jugirten harmonischen Strahlen zu den Seiten des Diagonaldreiecks .{B/' (5.) 
in Beziehung auf die vier Seiten des Vierseils V zu zwei genommen, und 
umgekehrt sind die sechs Durchschnittspunkte der Seiten (4.), d. h. die Eck- 
punkte des vollständigen Vierseits VW die conjugirten harmonischen Punkte zu 
den Ecken des Diagonaldreiecks ABF in Beziehung auf die vier Ecken des 
Vierecks v» zu zwei genommen. 

Es läfst sich also folgender Satz aussprechen: 

Wenn man bei einem vollständigen Vierseit in jedem der sechs Eck- 
punkte die conjugirten Harmonischen zeichnet zu den Diagonalen 
in Bezug auf die durch den betreffenden Eckpunkt gehenden Seiten 
des Vierseits, so gehen diese zu zwei durch die Ecken des Dia- 
gonaldreiecks und zu dre: durch die Ecken eines dem gegebenen 
Vierseit umschriebenen Vierecks, 
und umgekehrt: 

Wenn man bei einem vollständigen Viereck auf jeder der sechs Seiten 
die conjugirten harmonischen Punkte construirt zu den drei Durch- 
schnittspunkten der Geygenseitenpaare in Bezug auf die auf der be- 
treffenden Seite liegenden Eckpunkte des Vierecks, so liegen diese 
zu zwei auf den Seiten des mittleren Dreiecks und zu drei: auf den 
Seiten eines dem gegebenen Viereck eingeschriebenen Vierseits. 


Anm. Man kann füglich das Viereck v das Polwereck des Vierseits V und 
das letztere das Polarvierseit des ersteren nennen. 


$. 2. 
Die Fundamentaleigenschaften des vollständigen Fünfflachs und seiner 
Diametralebenen lassen sich auf ähnliche Weise, wie folgt, analytisch herleiten. 


Die fünf Seitenflächen des Fünfflachs #' seien: 
(1) 1=0, u=0, v—=/(, w==(, r=(, 
d. h. durch Gleichungen ausgedrückt, welche eine geometrische Bedeutung er- 
halten, wenn man zwischen ihnen die lineare Beziehungsgleichung 


2) tHutviwte 0, 
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wo £, u, v, w, £ beliebige Factoren enthalten mögen, festsetzt. 


Voraussetzung hat man die fünf Gleichungen: 
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Unter dieser 


(T): utv+w+z —= (, 
(U):t +rluwtr=0(, 
(3.) (V):iHtu +u4r=0, 
(W) :t+u-v Ir=0, 
(A): t-utotw == 0 


resp. zu betrachten als die Gleichungen der Seitenflächen von #'in Beziehung 
auf die jedesmal durch die vier übrigen Seitenflächen des Fünfflachs als 
Coordinatenllächen gebildeten Tetraeder. Die Pole dieser fünf Ebenen in 
Beziehung auf die durch die übrigen gebildeten Tetraeder sind: 


(t) : u— wg, 
(u) :d == ya Ww==z, 
(4.) (v) : = = w=[LT, 
(w) : t—=u—=Pp =, 


(2): ty —=—» 


dieselben sind die Eckpunkte eines vollständigen räumlichen Fünfecks f, des 
Polfünfecks zum Fünffllach F'. 


Die zehn Durchschnittskanten des Fünfseits sind: 
(3.) Isa 9 =, 


und die zehn Durchschnittsecken desselben: 


i=u—=(, w=— IL ——O 


(.) !=u—=r=l), ta w—ßh, s—w—z2—ß; 
ebenso die 10 Verbindungsgeraden des Fünfecks 
(.) tag, jew, v—w—a 
und die 10 Verbindungsflächen des Fünfecks: 
(8) t—-u=0, t—v=(, w— 2 —(. 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dafs in jeder Verbindungsfläche 
des Fünfecks eine Durchschnitiskante des Fünfflachs liegt, und umgekehrt, dafs 


durch jede Durchschnittsecke des Fünfflachs eine Verbindungskante des Fünf- 
ecks geht, d.h. 


das Fünfflach F' ist dem Fünfeck f eingeschrieben, und das letztere 
dem ersteren umschrieben, und zwar so, dafs die Ecken von F' in 
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den Kanten von f liegen, und die Verbindungsflächen von f durch 
die Kanten von F' gehen. 

Ferner: 
In jeder Seitenfläche des vollständigen Fünfflachs wird durch die 
ührigen Seitenflächen und durch die Verbindungsgeraden des Polts 
der ersteren mit denen der übrigen ein vollständiges Vierseit mil 
seinem Polviereck ausgeschnitten. 


In der That sind z. B. die Durchschnittsgeraden der «-Fläche mil 
den anderen vier Seitenflächen von F': 


u--v-w —(, 2== 0, 
t +--w—=(, 2 == OD, 
ru +w=(, z=—=(, 
I-u+v u 3 z—d, 


und die Durchschnittspunkte dieser Fläche mit den Verbindungsgeraden des 
2 -Eckpunktes mit den übrigen vier Eckpunkten von f: 


um ’—=w, 2 —=Q, 
t == am, 2 un 
t=Uu =w, 2 ==, 
tI=u—=Pv R 20, 


d. h. das System eines vollständigen Vierseits mit seinem Polviereck ($.1). 


$. 3. 


Jede vier Seitenflächen des Fünfflachs bilden ein Tetraeder; legt man 
durch die Durchschnittsgeraden dieser Seitenflächen mit der fünften Ebene 
und die entsprechenden Gegenecken des Tetraeders Ebenen, so sind dieses 
die sogenannten Diametralebenen des Fünfflachs; diese Diametralebenen 
sind z. B. für das Tetraeder TUVW und die Durchschnittsebene X: 


ulvtw= —(t10)=0, 
t +r+w= — (ur), 
Hu w—=—(vIo)=0(, 
t-u-v = — (wtr)=0(, 
welche Diametralebenen sich der Reihe nach passend durch Ä,, A, Ä\,, A, 
bezeichnen lassen. 
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Solcher Diametralebenen giebt es im Ganzen zehn; man kann nämlich 
die fünf Seitenflächen des Fünfflachs in fünf Gruppen zu vier als Seitenflächen 
von Tetraedern zusammenstellen, erhält demnach 4.520 Diametralebenen, 
von denen aber je zwei identisch sind. Die Gleichungen aller Diametral- 
ebenen sind: 

(T, oder U,) : tHu = 
(T, oder V,) : tv = 
(T', oder W,) : 
(T, oder X,) : tI= = 
(U, oder V,) 
‚U, oder W,): uw 
(U, oder X,) : u-+x 0. 
(V,, oder W,): vw 
(V, oder X) : v+= 

W.oder A): w+x =(. 


Aus der Form der Gleichungen (8.) und (9.) ergiebt sich der Satz: 


u 


+ 


(9.) 


\ 


a 

es 

S 

! 
552 98 


\ 


I 


die zehn Verbindungsflächen des vollständigen Fünfecks f sind con- 
jugirt harmonisch zu den zehn Diametralebenen in Beziehung auf 
die Seitenflächen des Fünfflachs zu zwei genommen. 

Dieser Satz ist vollständig analog einem im vorigen Paragraph be- 
wiesenen bekannten Satze vom Vierseit und Viereck; der polare Satz aber 
kann schon deshalb nicht ungeändert stattfinden, weil die zwanzig Eckpunkte 
der fünf Diametraltetraeder nicht wie die Diametralflächen zu zwei zusam- 
menfallen. (Siehe weiter unten $. 8.) 

Die fünf Diametraltetraeder sind T,T,T,T,, U,U,U,U,, V,V,V.V.; 
WWWW,XX,X,Ä,; die Gleichungen ihrer Eckpunkte sind leicht auf- 
zustellen; z. B. sind die Eckpunkte des Tetraeders T,T,T,T,: 


CE =-vz=v=T, 

!): tu = vw=r 
(10.) (4) > 
t,): -t=u=v z=2, 

td): -t=zu=v=w ; 


und so die übrigen. Diese Gleichungen zeigen, dafs die 20 Eckpunkte der 
Diametraltetraeder zu zwei auf Verbindungsgeraden des Fünfecks liegen, z.B. 
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die Punkte (£,) und («,) auf der Verbindungsgeraden (Z#,%); in der That liegen 
die Punkte: 


d): —t ep wo 2 
und (%,) : —- == w=r 

auf der Verbindungsgeraden 
(Lu): y— ya, 


und so liegen allgemein bei jeden zwei Diametraltetraedern, welche eine 
Seitenfläche gemeinschaftlich haben, die diesen Seitenflächen gegenüberliegen- 
den zwei Eckpunkte auf einer Verbindungsgeraden des Fünfecks f: 


Aus der Zusammenstellung irgend zweier einander so correspondiren- 
den Diametraltetraeder, z. B. 


(T,) :t+u=0 und (U, :u+t=(, 


T,), :t+v=0 - (U):u+vV=0, 
(T,) :t+w=0 - (U, :utw=0, 
(T) :ttr=0 - (U,):utr=0, 


ergiebt sich weiter, dafs die entsprechenden Seitenflächen derselben sich in 
seraden Linien durchschneiden, welche alle in der Ebene 


d. h. in einer Verbindungsfläche (8.) des Fünfecks, liegen: daraus folgt, dafs 
die vier Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte der beiden Dia- 


metraltetraeder durch denselben Punkt gehen; dieser Punkt ist z. B. für die 
beiden Tetraeder T,T,T,T, ud U,U,U,U.: 


t-u=(, wg, 
d. bh. der Durchschnittspunkt der Diametralebene 7’, oder U, mit der Ver- 


bindungsgeraden (#,) des Fünfecks, was mit dem vorhin Gefundenen über- 
einkommt, und zugleich vermittelst der Gleichung (2.) der Punkt: 


u — ne ru 


d.h. der Eckpunkt (V, W, X) des Fünfflachs. Also: 
Die fünf Diametraltetraeder lassen sich zehnmal zu zweı gruppiren, von 
denen eine Seitenfläche in derselben Ebene liegt. Irgend ein solches 
Paar von Tetruedern ist homolog, d. h. die Verbindungsgeraden der 
entsprechenden Eckpunkte gehen durch denselben Punkt, einen Kck- 
punkt des Fünfflachs, und die Durchschnititsgeraden der entsprechen- 
Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 3. 33 
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den Tetraederflächen liegen in derselben Ebene, nämlich einer Ver- 
bindungsfläche des Fünfecks f: 


S. 4. 


Beim ebenen Vierseit und Viereck wurde jede Verbindungsseite des 
Vierecks durch die zugehörigen Eckpunkte desselben, einen Eckpunkt des 
Vierseits und einen Eckpunkt des Diagonaldreiecks harmonisch getheilt: dem 
Künfflach und räumlichen Fünfeck liegen auf jeder Verbindungsgeraden 
des Fünfecks zwei Systeme von harmonischen Punkten, jedes gebildet 
durch einen Eckpunkt des Fünfecks, einen Eckpunkt des Fünfflachs, 
einen Eckpunkt eines Diametraltetraeders und den Durchschnittspunkt der 
Verbindungsgeraden des Fünfecks mit einer Seitenfläche des Fünfflachs. 

In der That liegen z. B. auf der Verbindungsgeraden (Z, r) 

1) die Punkte 
I): Buy T 
und 
(2) = v=v—=—z, 
welche conjugirt harmonisch sind zu den Punkten: 
(U,V,W):u=v=w=0 
und 
4,2, 2]: sa se, 2 = 0; 


diese vier Punkte lassen sich nämlich, wie folgt, darstellen: 


(): syer—w, u— c—l(, 

(2,) :v=v=w, u+2—=0, 
(U,V,W):u=v=w, u—(, 
I,2), 2]: ste, 2 == 0. 


2) liegen auf (f,x) die Punkte: 
(2): dw, 


): „tur —=Ww, 


welche conjugirt harmonisch sind zu den Punkten: 
(U, V, W),:u=v=w=(, 
(=), T)]: v=ev—=w, t—=U, 


was sich, wie vorhin, leicht erkennen läfst. 
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S. 5. 


Jede Verbindungsgerade des Fünfecks enthält ferner als ein karmo- 
sisches Punkisystem die beiden Eckpunkte des FKünfecks, conjugirt zu 
dem zugehörigen Eckpunkte des Fünfflachs und dem Durchschnittspunkte 
der Verbindungsgeraden mit der Verbindungsebene der drei übrigen Eck- 


punkte des Künfecks. 
Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir etwa wieder die Verbindungs- 
serade (Z, 2), so sind die zugehörigen Eckpunkte des Fünfecks: 
(lt) : = v—=wu—z, 
za): t=u=v=w ’ 
der entsprechende Eckpunkt des Fünfflachs 
U,V,W),:u=ev=w=0 
und der Durchschnittspunkt der Verbindungsgeraden (f, 2) mit der Verbin- 
dungsfläche (, v, w) 
It,2) (wv,w]|:u=v=w t=3; 
diese Gleichungen lassen sich mit Hülfe der Beziehungsgleichung (2.) unter 
folgende Formen bringen: 
M):u=r=w t+42=(, 
(2): :u=vr=w 4+ 2—=(, 
(U,V,W):u=vr=w ti 20=0, 
(4,2), (wvv,w]:u=v=w t— =, 
woraus sich die harmonische Beziehung der vier Punkte ohne Weiteres er- 
giebt; denn setzt man etwa {-2=y und {—r=z, so werden die 4 Glei- 
chungen rechts: 5y — 32 —=0, $y+-3r—=(, y=(, =. 


$. 6. 

Die 30 Kanten der fünf Diametraltetraeder liegen nach $. 3 zu 6 
in den einzelnen 10 Diametralebenen und bilden in denselben homologe 
Dreiecke; aufserdem gehen sie in 10 Gruppen zu drei durch die einzelnen 
10 Eckpunkte des Fünfflachs F\, und zwar mit einem besonderen Bezuge zu 
den Verbindungsgeraden des Fünfecks f, welche durch dieselben Eckpunkte 


von FE gehen. 
33 * 
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Die Gleichungen dieser Kanten sind leicht zu bilden; z. B. sind die 
Kanten des Diametraltetraeders T, T,T,T, oder Z,£,£,t,.: 


Re ae a 
(us) 2 A eo ee 
(tt): —t at en, 
(,,t): —tI EERNIE 
(t,,l): -t—u u 
(it): -t=u=v 


und ähnlich die übrigen; immer drei von ihnen gehen durch einen Eckpunkt 
des Fünfflachs, z. B. die Kanten: 


(.,;58,): be we © 
(U, U,) : ie Mm ©, 
IM ARE = Ma 


sehen zugleich mit der Verbindungsgeraden: 
w,r) : Fug 

durch den Eckpunkt (T, U, VW) des Fünfflachs F Zugleich ergiebt sich aus 
der Form dieser Systeme von Gleichungen, dafs jede Kante des Diametral- 
teiraeders und die zugehörige, d.h. durch denselben Eckpunkt des Fünf- 
flachs gehende Verbindungsgerade des Fünfecks conjugert harmonisch 
sind zu den Durchschnittsgeraden ihrer Ebene mit den durch denselben 
Eckpunkt gehenden Flächen des Fünfflachs; denn die Ebenen durch jede 
drei zusammengehörigen Diametralkanten, z. B. für den Eckpunkt (T, U, V): 


Fe We re 


sind conjugirt harmonisch zu den Ebenen durch die in (T, U, V) zusam- 
menstofsenden Kanten des Fünfflachs und die Verbindungsgerade (w, x) des 


U- 


Fünfecks: 
u—v—(, v—t=0, t—u=0. 


S. 7. 


Aus den bisherigen Entwickelungen ergeben sich folgende Constructionen: 
a 






Es sei zunächst das Fünfflach gegeben, so erhält man die Diametral- 
ebenen, indem man durch jeden Eckpunkt und die Durchschnittskante der 
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zugehörigen Gegenflächen Ebenen legt; um die Eckpunkte des Fünfecks zu 
construiren, hat man etwa zu sämmtlichen Diametralebenen (9.) die conjugirten 
harmonischen Ebenen (8.) zu ziehen in Bezug auf die zugehörigen Seiten- 
flächenpaare des Fünfflachs. Jede dieser Ebenen enthält drei Eckpunkte (4.) 
des Fünfecks, und je sechs Ebenen gehen durch denselben Eckpunkt und je 
drei Ebenen durch eine Verbindungsgerade (7.) des Fünfecks *). 


Einfacher wird diese Construction durch den in 8.4 bewiesenen Satz. 
nach welchem die Verbindungsgeraden der freien Eckpunkte jedes der zehn 
Paare von Diametraltetraedern, welche mit einer Seitenfläche zusammenstofsen. 
durch zwei Eckpunkte des Fünfecks gehen. Diese zehn Geraden gehen zu 
vier durch die einzelnen Eckpunkte des Fünfecks, und zwar durch einen und 
denselben Eckpunkt (z.B. (f)) diejenigen vier Verbindungsgeraden, welche 
den vier Tetraederpaaren zugehören, die zusammenstofsen in den vier Diametral- 
ebenen durch die Durchschnittskanten einer und derselben Seitenfläche (z. B. T) 
des Fünfflachs. 

Ist zweitens das Fünfeck f gegeben, so verbinde man irgend zwei 
Eckpunkte desselben (z. B. (f) und («)) und suche zum Durchschnitispunkte 
dieser Verbindungsgeraden mit der Verbindungsfläche der übrigen drei Eck- 
punkte (v, ww, x) den conjugirten harmonischen Punkt in Bezug auf die ersten 
beiden Eckpunkte von fz dieser Punkt ist alsdann nach $.5 ein Eckpunkt 
(der Punkt (VW, W, X)) des zum Fünfeck f gehörigen Polarfünfflachs # 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhält man im Gan- 
zen 2 —10 Punkte des Fünfllachs, die Anzahl der Eckpunkte desselben. 
Die Punkte liegen zu 6 in einer Ebene, einer Seitenfläche von F\, und zwar 
diejenigen 6 Punkte, welche auf den 6 Verbindungsgeraden von irgend 1 
der Eckpunkte des gegebenen Fünfecks liegen. 


$. 8. 
Um nunmehr noch den Zusammenhang zwischen dem Fünfeck und 
den Diametralebenen des Fünfflachs zu vermitteln, müssen wir kurz einige 
Eigenschaften des räumlichen Fünfecks entwickeln. 





*) Alle diejenigen Ebenen gehen durch denselben Eckpunkt von f, welche durch 
die Durchschnittsgeraden von vier Seitenflächen von F gelegt sind, d.h. durch die Kan- 
ten eines der fünf Tetraeder, welche durch die Seitenflächen des vollständigen Fünfflachs 
gebildet werden. 
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Wir haben in $.1 gesehen, dafs in der Ebene das Diagonaldreieck 
dem vollständigen Vierseit und seinem Polviereck, und umgekehrt dem voll- 
ständigen Viereck und seinem Polarvierseit gemeinschaftlich ist; für die ent- 
:prechenden räumlichen Figuren, das Fünfllach und Fünfeck, findet das nicht 
mehr statt. Vielmehr treten an die Stelle der Diametralebenen und Diametral- 
tetraeder beim räumlichen Fünfeck Durchschnittsecken und durch sie bestimmte 
Durchschnittstetraeder, wenn wir den Durchschnittspunkt einer Verbindungs- 
seraden des Fünfecks mit der entsprechenden Verbindungsfläche DAurch- 


schnattsecke nennen. 


Die Gesammtanzahl dieser Durchschnittsecken ist gleich der Anzahl 
der Verbindungsgeraden des Fünfecks, d. i. 10; ihre Gleichungen sind: 





(er u): un, vDunnz, 
(i, der u): =, yau—mz, 
ti, der ww): um, wat uz, 
(tt, ur z) ts, ya me, 
(11.) “wen: wen, tanz, 
\ (li BED) un, Pu —z, 
(u, ae u): ums, Fur u, 
(6 ER) Eu, Su u, 
v,. ode ss): vr tl=u=w, 
(w. oder x.) :>w=ı2,.ti=u=r, 


wo (t,)==(u,) die Durchschnittsecke auf der Verbindungsgeraden (2, «) bedeutei, 
a. s. w.: dafs die 10 Durchschnittsecken conjugirt harmonisch sind zu den 
I0 Eckpunkten des Polarfünfflachs in Beziehung auf die jedesmaligen zwei 
Eckpunkte des Fünfecks, welche auf der sie verbindenden Geraden liegen, 


ist bereits in $.9 bewiesen worden, und damit zugleich ein in $.3 geäulser- 


tes Bedenken erledigt. 


Die zehn Durchschnittsecken lassen sich, jenachdem sie auf Verbin- 
dungsgeraden liegen, welche durch denselben Eckpunkt des Fünfecks gehen, 
zu vier in fünf Gruppen als Eckpunkte von ebensoviel Tetraedern, den 
Durchschnattsteiraedern, zusammenstellen; diese Tetraeder sind t,t,t,t,. 
WU,U, Us 00,00% WWW, WE. Yluk,Ku,s mit den Seitenflächen: 
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(T,) : 2t+3u = 0, 
(T,) : 2t4+30 —=0, 
(T,) : t+3w— 0, 
(T,) : 2t+3r —=0(, u. s. w.: 
in der That liegen auf der Ebene 
(T,) : 2t+3u = 0 
die drei Punkte (t,),. (t,), (t,), weil diese Gleichung durch jedes der 3 


Systeme: 


(12.) 


G): tg, u omg, 
(„):ti=w u=v=z, 
d.) : zz, ws —» 

erfüllt wird, mit Berücksichtigung der Bedingungsgleichung (2.): 


!-u+Vv-w+tx = 0, 
und so die übrigen. 


Die Gleichungen (12.) zeigen, dafs die 20 Seitenflächen der Durch- 
schnittstetraeder zu zwei durch die Durchschnittskanten des Polarfünfllachs # 
gehen, z. B. die Flächen (T,) und (U,) durch die Kante (T, U) u. s. w.; all- 
gemein gehen bei jeden zwei Durchschnittstetraedern, welche einen Eckpunkt 
gemeinschaftlich haben, die diesen Eckpunkten gegenüberliegenden zwei Seiten- 
flächen durch eine Durchschnittskante des Fünfflachs F' 

Aus der Zusammenstellung der Seitenflächen von irgend zwei solchen 
einander correspondirenden Durchschnittstetraedern 


(T,) : 22434 =0 und (U) : ut32 —=0, 


(T,) : 2-+v =0 - (U): Wut —=0, 
(Z,) : 2 +3w=0 - (U) : 2u+3w—0, 
(T,) : 22 +32 —=0 2 - (U) : Qu4t 3x —0 


ergiebt sich weiter, dafs die entsprechenden Seitenflächen derselben sich ın 
geraden Linien durchschneiden, welche alle in der Ebene 

t—-u=0 
liegen, d. h. in der Verbindungsebene (v, w, x) des Fünfecks; daraus folgt. 
dafs die vier Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte der beiden 
Durchschnittstetraeder durch denselben Punkt gehen; dieser Punkt ist für die 
beiden Tetraeder Z, 7, 2,7, und U,U,U,U, 


vw 2 == 0, 
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d.h. der Eckpunkt (VW, W, X) des Polarfünfflachs. Also: 

Die fünf Durchschnittstetraeder lassen sich zehnmal zu zwei yrup- 
»iren, von denen immer ein EKckpunkt zusammenfällt. Irgend ein 
solches Paar von Teiraedern ist homolog, d.h. die Durchschnitts- 
geraden der entsprechenden Tetraederflächen liegen in derselben 
Kbene, einer V erbindungsfläche des Fünfecks f, und die Verbindungs- 
geraden der entsprechenden Eckpunkte gehen durch denselhen Punkt, 
einen Eckpunkt des Polarfünfflachs FE. 


$. 9. 

Beim ebenen Vierseit und zugehörigen Polviereck bildeten in jedem 
Isckpunkte des Vierseits die durch denselben gehenden Seiten desselben, eine 
Seite des Vierecks und eine Seite des Diagonaldreiecks ein harmonisches 
Strahlenbüschel; beem Fünfflach und seinem Polfünfeck gehen durch jede 
Durchschnitiskante des Fünfflachs zwei Systeme von harmonischen Ebenen- 
büscheln, jedes gebildet durch eine Seitenfläche des Fünfflachs, eine Ver- 
hindungsfläche des Fünfecks, eine Sestenfläche des Durchschnittstetraeders 
und die Ebene durch die Durchschnittskante und einen bestimmten Eck- 
punkt des Künfecks. 

In der That gehen z. B. durch die Durchschnittskante (T, X) 

{) die Ebenen 
Mira, 
&) : 2e+3 — 0. 
conjugirt harmonisch zu den Ebenen: 
VÜ. 
7, 2,0): 8-2 = 9; 
denn seizen wir etwa 2r-43—=y, so werden die vier Ebenen (T'), (&,), 
(u,v,w). (KT, X), =] resp. ?=0, y=0, F—y=0, StH+y=0, d.h. 
ein harmonisches Ebenenbüschel. 
2) gehen durch die Kante (T, X) die Ebenen: 


(X): == 6, 


| 


(u,v,w) : t—ıx 


(T,) : 2t +32 —= (0, 
(uv,w): i— = 0. 
(2, 2,9: 82:41 8% 


wie die vorigen leicht als harmonisches Ebenenbüschel darzuthun. 
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$. 10. 

Die 30 Kanten *) der fünf Durchschnittistetraeder gehen nach $. 6 
je 6 durch die einzelnen 10 Durchschnittsecken und bilden in denselben 
homologe dreiseitige Ecken; aufserdem liegen sie in 10 Gruppen zu drei 
in den einzelnen 10 Verbindungsflächen des räumlichen Fünfecks f, und zwar 
mit einem besonderen Bezuge zu den Durchschnittskanten des Polarfünfflachs #', 
welche in denselben Verbindungsflächen von f enthalten sind. 


Die Gleichungen dieser Kanten sind leicht zu bilden; z. B. sind die 
Kanten des Durchschnilistetraeders t,t,t,t, oder TI, IT, T,T.: 


X 


(u, uw) : — 41 = VW, 
(Zus) : —It=u =w 
u. S. W.; 


immer drei von ihnen liegen in einer Verbindungsebene des Fünfecks, z. B. 
die Kanten: 


(Ks T.) . — 21 = Ww=—XL, 
(U, y) U.) . er 3 u = Ww = I. 
(Bu B,) : —3r=w=ı 


liegen zugleich mit der Durchschnitisgeraden 

(W,A):w=r=0 
in der Verbindungsfläche (#,%,v) des Fünfecks f: 

Gu,v): w—r —=(Ü. 
Zugleich ergiebt sich aus diesen Gleichungen, dafs jede Kante des Durch- 
schnittstetraeders und die zugehörige, d. h. in derselben Verbindungsfläche 
des Fünfecks liegende Durchschnittskante des Künfflachs conjugert har- 
monisch sind zu den Verbindungslinien ihres Durchschnittspunktes mit 


den ın derselben Ebene liegenden Ecken des Künfecks; denn nimmt man 
z. B. die Kante: 


Zu,8t,): -It=e=z, 





*) Dieser und die vorhergehenden Sätze lassen sich aus den früher entwickelten 
Sätzen vom vollständigen Fünfflach und seinen Diametraltetraedern leicht durch die Theorie 
der reciproken Polaren ableiten; nur um die analytischen Ausdrücke auch für die Elemente 
des räumlichen Fünfecks und seiner Durchschnittstetraeder zu erhalten und die leichte 
Handhabung der angewandten Coordinaten zu zeigen, sind diese Sätze nochmals selbst- 
ständig entwickelt worden. 
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so bildet diese mit der Durchschnittskante des Fünfflachs : 
W,A):v-r=0 


conjugirte harmonische Strahlen zu den Verbindungsgeraden ihres Durchschnitts- 
punktes 
(T,W, X), :t=v=r=0 


mit den drei Ecken des Fünfecks: 


(i) : y—vyv—_wamzg, 
(u) : t —-v=uv=[tr, 
(9) : Fu ie 


d.h. zu den beiden Geraden: 
Bi I 0 u 
t=w=ır 
und 20 2 7 
Zum Beweise lege man etwa durch die vier Geraden und die (T, W)- Kante 
des Fünfflachs Ebenen, so sind diese der Reihe nach: 


21--3w—=0, w=0, t+-4w=(0, t-w=(, 





oder, indem man --3w —=y setzt, y=0, w=0(0, y+5w=—=0, y—5w — (0, 


ein harmonisches Ebenenbüschel. 


$. 11. 

Es läfst sich jetzt zur Vervollständigung der in $.7 mitgetheilten Con- 
structionen noch eine einfache Construction des zu einem gegebenen räum- 
lichen Fünfeck gehörigen Polarfünfflachs angeben. In $. 9 wurde bewiesen, 
dafs die Durchschnittsgeraden der freien Seitenflächen jedes der 10 Paare 
von Durchschnittstetraedern, welche einen Eckpunkt gemeinsam haben, in 
zwei Seitenflächen des Fünfflachs liegen, d. h. sich in einer Durchschnitts- 
kante desselben durchschneiden. Diese 10 Geraden liegen zu vier in den ein- 
zelnen Seitenflächen des Fünfflachs, und zwar in derselben Seitenfläche (z.B. 7’) 
diejenigen vier Durchschnittsgeraden, welche den vier Tetraederpaaren zu- 
gehören, die gemeinsam haben die vier Durchschnittsecken auf den von einem 
und demselben Eckpunkte (z.B. (t)) des Fünfecks aus gezogenen Verbin- 
dungsgeraden. 


Berlin. im November 1857. 





Zur Theorie der ganzen homogenen Functionen. 
(Von Herrn Otto Hesse zu Heidelberg.) 





Lehrsatz. 


„Wen die Determinante einer ganzen homogenen Function der n 
„Variabeln &,, X, ... x, identisch verschwindet, so läfst sich die 
„Function durch bestimmte lineare Substitutionen von der Form: 


2, = ayıt ay+"+ay, 
„auf eine Function der Variabeln Y,, Ya, ... y, zurückführen, in wel- 
„cher eine dieser Variabeln fehlt”. 


Diesen in diesem Journal Bd. 42, p. 119 mitgetheilten Lehrsatz strenger 
zu begründen ist der Zweck dieser Abhandlung. 


Es sei # eine beliebige ganze homogene Function m” Ordnung von 
den n Variabeln x,, &;, ... x,; ferner seien %,, %, ... 4%, die ersten, 
Uns Uns - + - U, die zweiten partiellen Differentialquotienten dieser Function 
nach den Variabeln genommen. Die Determinante der letzteren, gebildet aus 
den Componenten: 


wird die Determinante der Function « genannt, und soll mit dem Zeichen 4 
bezeichnet werden. Obwohl «,, und «,, dem Werthe nach einander gleich 
sind, so will ich doch bei der partiellen Differentiation von 7 nach diesen 
Componenten einen Unterschied machen, um die bekannten Determinanten- 
sätze ohne Weiteres in Anwendung bringen zu können. 


Dieses vorausgesetzt, hat man bekanntlich 
dA = Aut Iauat "+ Ian 
0 a Asun + ISatnt + AU; 


" 


wenn man der Kürze wegen setzt 





== An. 


04 
Ouz 


34 * 
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Die Determinante 4 ist in Rücksicht auf die Variabeln von der Ord- 
nung n(m — 2), während die partiellen Differentialquotienten 4,, derselben 
sämmtlich von der Ordnung (n —1)(m — 2) sind. 

Es habe aber die vorhin bezeichnete Function « die Eigenschaft, dals 
ihre Determinante -/ identisch verschwindet, d. h. für alle Werthe der Va- 
riabeln. Diese Annahme wollen wir auch im Folgenden festhalten und unter- 
suchen, welche Folgerungen sich daraus ziehen lassen. 


Zunächst bemerke man, dafs die beiden aufgestellten Gleichungen in 

die eine identische Gleichung übergehen: 
(1.) 0 = 4a + Igüp 1 .. Amlins 

in welcher der Index 4 alle Zahlen 1, 2,... n auch x umfalfst. Aus dieser 
Gleichung entspringt nun ein ganzes System in Rücksicht auf die n partiellen 
Differentialquotienten 4,,, I, ».. S,. linearer Gleichungen, wenn man dem 
Index # die bezeichneten Werthe zuertheilt, welches dazu dienen kann, die 
Verhältnisse der genannten r partiellen Differentialquotienten zu bestimmen. 

Diese n partiellen Dilferentialquotienten, für welche der Index x un- 
veränderlich aus der Reihe der Zahlen 1. 2, ... rn aber beliebig gewählt ist. 
können einen allen gemeinsamen Factor # haben von der Ordnung « in 
Rücksicht auf die Variabeln. Haben sie keinen solchen Factor, so ist M—1. 
Wenn nun M der gröfste gemeinsame Factor ist, so können wir setzen: 


(2.) dd . — d, M, In nen d; M, . 5.0 E. 2 Ad, M, 
indem wir @,, da, .... a, ganze homogene Functionen bedeuten lassen sämmt- 


lich von der Ordnung (a—1)(m.— 2) — u, welche keinen allen gemeinsamen 
Facior haben. Hiernach werden alle Functionen «,, @. ... a, Constanten. 
wenn eine derselben eine Constante ist. 

Eine Erwähnung verdient der Fall, dafs einer der n Differentialquo- 
tienten 4,, identisch verschwindet. In diesem Falle verschwinden sämmtliche 
Differentialquotienten 4,,, auch die, welche nicht unter den genannten Dif- 
ferentialquotienten enthalten sind, welches sich aus dem Vergleich des Systems 
Gleichungen (1.) mit dem folgenden: 

0 = JItnt+ Iatat 
sogleich ergiebt. Denn da dieses System ebenso zur Werthbestimmung der 


Verhältnisse von 4,,: 4,2 ... dient als jenes zur Werthbestimmung der Ver- 
hältnisse von 4,,:4,..., und beide Systeme abgesehen von der Bezeichnung 
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der Unbekannten auf eines hinauskommen, so folgt hieraus: 
Dre Br ET nn 


4.1 x? zu 


und wenn 4,, verschwindet, dafs auch 4,, = 4,, verschwindet. Wir haben 
also den Satz: 


„Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function von n Va- 
„riabeln identisch verschwindet, und wenn aufserdem der partielle Dif- 
„ferentialquotient der Determinante nach einer der Componenten genom- 
„men identisch verschwindet, so verschwinden auch die übrigen partiellen 
„Differentialquotienten der Determinante nach den Componenten genommen 
„ıidentisch.” 


Es ist dieses der Fall, in welchem die Function « durch lineare Sub- 
stitutionen neuer Variabeln sich zurückführen läfst auf eine Function, welche 
zwe? Variabeln weniger enthält. Dieser Fall verlangt eine besondere Unter- 
suchung. Wir werden ihn daher hier unberücksichtigt lassen. indem wir 
festsetzen, dafs weder M noch eine der Gröfsen a,. @;. ... a, identisch 
verschwinde. 

Setzt man die Werthe von (2.) in (1.), so erhält man mit Unterdrückung 
des Factors M folgende identische Gleichung: 

(3.) 0 = Qu, 4 KURT + au, 
welche wieder ein ganzes System identischer Gleichungen repräsentirt. die 
aus ihr erhalten werden, wenn man dem Index 4 die Werthe 1. 2,... 
zuertheilt. 

Wenn man diese Gleichung mit =, multiplieirt und für A nach einander 
die eben genannten Werthe setzt, so erhält man mit Berücksichtigung der 
identischen Gleichung: %,2, +4 %,2. + 4 u,,0, = (m—1)u, durch Addition 
folgende ebenfalls identische Gleichung: 

4) 9 = au +%W-+ ++ q,U,. 


Durch Differentiation nach x, erhält man hieraus mit Berücksichtigung der 


Gleichung (3.): 





ie A da, _ O4, 
5.) 0 = EUR - 37, u,. 
Diese identische Gleichung repräsentirt ein ganzes System von z in 
Rücksicht auf %,, %, ... %, linearen Gleichungen, da A alle jene Werthe 
1,2. .... rn annehmen kann. Bildet man daher aus den Coefficienten 
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da, 0a, 
or, O2, 
oa, da, 
u : 


die Determinante D, so hat man die identische Gleichung 





6) 28, 
oD 
woraus wiederum, wenn man setzt: —3——D,.: folgende identische Glei- 
(> 
Or u 


chung hervorgeht: 


) 
7) 0 — Das + Daga ++ Du.5, 


in welcher « und v irgend welche Zahlen 1. 2, .... n bedeuten, selbst gleiche. 
Durch Diilerentliation der Gleichung (3.) nach x, erhält man: 











(da, ı 0a, ' , O4, 
0 — ( Utz Un Zu Un) (HU, + Un, ++ Q,U,) 
wenn man den dritten Differentialquotienten der Function x nach &,, z,, &, 


1 


mit %,,, bezeichnet. Setzt man der Kürze wegen: 


(8.) d; U), 4 d; Una, - Zn d, u; 


| in — W)» 
wobei zu bemerken, dals w,,—=w,,, so stellt sich die vorhergehende identische 


Gleichung also dar: 


oa ca, OA, 
> Bent 
i OL, » » OL, 











Un — w,,- 


Multiplieirt man diese Gleichung mit D,,, setzt für » nach einander 
die Zahlen 1. 2,... nr und addirt, so verschwindet nach (7.) der linke Theil 
der Summe aller Gleichungen, und man erhält: 


(10.) 0 ans D. 0°; - D.wa4+ + D,.Win- 


| 

Die aufgestellten Gleichungen dienen nun dazu nachzuweisen, dafs die 
Functionen @,. @&, ... a, Constanten sind. 

Aus jeder von den Gleichungen (7.) und (10.) geht ein ganzes System 
linearer Gleichungen hervor, wenn man für « die Zahlen setzt 1, 2,...n. 
oa, ‚da, 
Be 
das andere zur Werthbestimmung der Verhältnisse w„:w».... Da aber 











Das erste System dient zur Werthbestimmung der Verhältnisse 





die Coefficienten der Unbekannten in diesen beiden Systemen linearer Glei- 








dw 
= ,) 
ab 
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chungen übereinstimmen, so müssen die Differentialquotienten von «, den ent- 
sprechenden Gröfsen w proportional sein. Es ist mithin: 


oa, da, da, 
(11.) eu, mr 72 = w 7 m 


1 





Es bedeutet hier oe einen nicht verschwindenden Factor für den Fall, dafs 
nicht alle # verschwinden. Wenn es also ein A giebt, für welches nicht 
alle » verschwinden, und wenn über dieses nicht alle Differentialquotienten 
von a, verschwinden, so bestehen jene Gleichungen (11.). Das Verschwinden 
sämmtlicher Differentialquotienten von «, werden wir nicht voraussetzen, weil 
wir es eben beweisen wollen. Das Verschwinden aller «© verlangt eine be- 
sondere Untersuchung, die wir nachfolgen lassen werden. 

Multiplieirt man die Gleichungen (11.) der Reihe nach mit x,, ©. ... 
und addirt sämmtliche Gleichungen, so erhält man, da a, von der Ordnung 
(n — 1)(m — 2) — u 

in —1)(m—2)— ul.o.a, == Wu t Walt + Win X, 

Der rechte Theil dieser Gleichung verschwindet aber, wenn man lür 
die w die Werthe aus (8.) setzt, wodurch er übergeht in den rechten, mit 
(m — 2) multiplieirten Theil der Gleichung (3.). Es mufs also nothwendiger 
Weise auch einer der Factoren des linken Theiles verschwinden. Da aber 
weder go noch a, verschwinden, so wird # der Grad von M 


u = (n—1)(m — 2) 
gleich dem Grade der Functionen 7,; in (2.). Mithin werden die Functionen 
4. Ass ... a4, Constanten sein. 
Wenn zweitens alle » verschwinden, so geht (9.) über in: 


da da | ca 
12. De ee, 
( ) Or, „| or, 42 | | or, An : 


Diese Gleichung, gleich wie die Gleichung (3.). repräsentirt ein ganzes 
System linearer Gleichungen, da 4 die Zahlen 1, 2, ... » bedeutet. Aus dem 
Vergleich der beiden Systeme ergiebt sich nun durch eine schon angewendete 
Schluisfolge: 











oa ou da, 
13. a, = — ud, — : es =, 
(13.) pa, dr,’ Pd; dx,’ . pda, Er 
wo p eine noch zu bestimmende Function der Variabeln &,, ... x, bedeutet. 


Durch Integration erhält man: 


pda, C (pda, | 


/pdx, z 
— ei! ae u 


E; 
ine 





(14.) 4 == @ 


1» 2 











” 
> 
FT 
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Die Constanten der Integration C,, C;, ... CE, sind im Allgemeinen 
Funetionen. welche die eine Variable x, nicht enthalten. 
Die Functionen @,. 4, ... a, haben hiernach den gemeinsamen Factor 


Indır, . i 
ee Da sie aber der Annahme nach keinen solchen Factor haben, so 


mufs »==0 sein. Mithin verschwinden nach (13.) die Differentialquotienten 


der genannten Functionen nach z, genommen, und da v eine beliebige von 


den Zahlen 1. 2, .... rn ist. so verschwinden auch die Differentialquotienten 
der Funetionen @,, @, ... a, nach irgend einer der Variabeln genommen. 


Sie sind mithin Constanten. Mit Rücksicht auf (4.) hat man daher den 
Lehrsatz: 
„Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function von n Va- 
„riabeln identisch verschwindet, so giebt es immer n Constanten, mit 
„welchen die ersten parliellen Differentialquotienten der Function zu mul- 
„tiplieiren sind, damit die Summe dieser Producte identisch verschwinde”. 
Wie die n Constanten bestimmt werden können, lehren die Gleichungen (2.). 
Ich behaupte nun, dafs durch die Substitutionen: 


2, = 2 -+1q, 
2, = +40, 
LE, rn T, + Ad, 
WO 2,. Ss... 2, beliebige lineare Functionen der (n—1) neuen Variabeln 


Yır Yas +. Ynoı von der Form 2, =aty, +ady; +++ @_,y._ Sind, und A 


I 


die n'" neue Variable. aus der Function % die letzte Variable ganz ver- 
schwindet. In der That: macht man in der Function % die angegebenen 
Substitutionen, so erhält man durch Entwicklung nach Potenzen von 4: 


2 
7 | ) am 


u w-kw- ww”), 


T2r 170... 


In dieser Entwicklung bedeuten w und ’ die Ausdrücke, in welche % und 


au + MU, + -— a,u, übergehen, wenn man in denselben 2,. 2,, -.. 2, 
statt 2,. 2a. ... x, setzt. Ferner ist: 
a. ER ! 
„ OU | ou ow 
uU Zn d, 7 z— it + r n» 
o2, 02, ge: '  (O&n 
. Amtm—)) , Owlm-—)) Ower—) 


- 


2]° ee er "Rs d, Te u az — a he nn 


; 





Hesse, zur Theorie der gunzen homogenen Functionen. 269 


Da aber der Ausdruck 4,%, + &%,-++--+ a,w, identisch verschwindet, so ver- 


schwindet auch ww’ identisch für alle Werthe von 2,, &,, :.. 2,. Verschwindet 
aber ww’ identisch, so verschwinden auch die partiellen Differentialquotienten 
dieser Function nach z,, %, ... 3, genommen identisch; mithin auch «0 ete. 
Es verschwinden alle Functionen w, w"”, ... w'”, und die obiee Ent- 
wicklung giebt: 

u == mw, 


ie 


einen Ausdruck für w, welcher die n'“ neue Variabele 4 nicht mehr enthält. 


Heidelberg im December 1858. 


journal für Mathematik Bd. LVl. Heti3 35 














Ueber die Ergänzungssätze zu den allgemeinen 


Reciprocitätsgesetzen. 
(Von Herrn E. E. Kummer.) 





In der Abhandlung Bd. 44, pag. 95 dieses Journals, welche denselben 
Titel führt, habe ich gezeigt, dafs die auf irgend eine ideale oder wirkliche 


“ten 


Primzahl f(«). in der Theorie der aus 4" Wurzeln der Einheit gebildeten 
complexen Zahlen, sich beziehenden Indices der Zahlen 1—c«, 4 und der 
complexen Einheiten durch die Zahlen der Kreistheilung in einfacher Weise 
bestimmt werden. Da aber diese Bestimmung nur auf die idealen Primfactoren 
der nichtcomplexen Primzahlen », von der Form y=miA--1, Anwendung 
findet. so habe ich durch eine Verallgemeinerung der Theorie der Kreis- 
theilung die entsprechenden Resultate auch für alle diejenigen idealen Prim- 
zahlen /(«) gewonnen, welche Primfactoren nichtcomplexer Primzahlen von 
anderen linearen Formen sind. Ferner habe ich die Indices eines bestimmten 
unabhängigen Systems von Einheiten, durch welches alle Einheiten sich aus- 
drücken lassen, auch so dargestellt, dafs sie nicht mehr durch die Zahlen der 
Kreistheilung, sondern durch die complexe Primzahl f(«) selbst bestimmt 
werden. auf welche der Index sich bezieht. Seitdem habe ich bei Gele- 
senheit eines Beweises der allgemeinen Reciprocitätsgeseize für 4" Potenz- 
reste unter je zwei complexen Primzahlen, den ich im Februar 1858 in der 
Königlichen Akademie der Wissenschaften vorgetragen habe, auch für die 
Ergänzungssätze zu denselben einige neue, beachtenswerthe Ausdrücke ge- 
funden, welche ich hier kurz entwickeln will. 


Selzi man in der bekannten ZLagrangeschen Resolvente der Kreis- 
theilung 
2 Fr Pr on FE 
E(o,2) = starr +. 40 °27 , 


in welcher « eine primitive Wurzel der Gleichung @& —=1, x eine primitive 
Wurzel der Gleichung z?’=1, 4 eine ungrade Primzahl, p eine Primzahl 
der Form p=miA--1 und g eine primitive Wurzel von p ist, statt der 
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Wurzel « die variable Exponentialgröfse e’ und bildet den 4" Differential- 
quotienten des Logarithmus von F'(e’, x), so erhält man, nach Weeglassung 


he) 


der mit dem Factor A behafteten Glieder, die Congruenz: 


HIF(e’, r) : d* F(e”, x) dF(e’, x) y 


“ Be 26H, 
( ) dv’ l(e' A x) dır? F(e : x) dv (mod / 











Man hat nämlich nach einer bekannten Formel der Differentialrechnuns. wenn 
U eine Function von u, und % eine Function von » ist: 


da U 3 PU_ ‚U 
(2.) di G,——- Gr+ G,—- a Ur: 


du du du 


| 





wo C,. C;, C;, ... C, aus den Differentialquotienten des « nach v zu- 
sammengesetzt sind, und namentlich 


C — du Be (Ei) 
‘ dv* ? dv 
ist. und wo, wenn 4 Primzahl ist, die Gröfsen C,, Ü,. ... C;_, alle den 


Zahlenfactor 4 enthalten. Aus dieser Gleichung folgt die obige Gongruenz 
unmittelbar, wenn u=F'e,x), ÜU=I!Fe,x)—!(u) genommen wird. 








und wenn man beachtet, dafs 1.2.3...4— 1) = —1, (mod. 4) 
Setzt man nun e=—(, so wird: 
Y, ( 1? ’ PP 
(1, TC) === + x’ + x’ -! sr nenne. 7 x’ — j ’ 
d F(e, X) ‚ ’ q? y? F ’ gP ne 
> =ı’ +22” +32 +... 1(p—-2)" = = Be 
di F(e”, x) mr. | p-2  P2 
) un k nY ara 1... _ 91h „9 a 
— 7 mi rra +2 + lp aa — 3,429" 


also vermöge der Congruenz A’ = Ah, (mod. %), 
d’. F(e’, x) d,F(e’, x) 1 











rm = — u = = het, (mod. 4): 
die Congruenz (1.) giebt daher: 
(3.) wi: >E) — = — 3,429 ‘+ (Zube) .„ (mod. A). 


Die 4" Potenz eines Polynoms ist aber, wenn A Primzahl ist, der Summe 
der 4" Potenzen der einzelnen Glieder desselben congruent; man hat daher 


p-? gh / p-?2 j igh ö 
=, hr —= Z,h’c’, (mod.i), 
0 0 


oder wenn 4, als Potenz der primitiven Wurzel dargestellt, 
(4) A= g', (mod. p) 


39 * 
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giebt. und wenn A statt A‘ geselzt wird, 
vg ah . ah+: r 
(Z, hr! = 3,h2? ", (mod.‘). 
0 


Verwandelt man A in A—?, so wird 


> 


u gi E ji n g! ® u Mi te h ’ 
— |) hr = SS, hx’ — ? >> L a 2, ha" r RB. 


0 ) ) 


die Goneruenz (3.) giebt demnach 


PlF(e, x) h ’ 
rn ? mod. 2). 
dv’ Zn ) 


Es sei nun f(«) einer der —1 conjugirten idealen Primfactoren des 

pl 
p, und zwar derjenige, welcher zur Congruenzwurzel «—=g * gehört, es 
bezeichne ferner Ind. den Index, welcher sich auf die Primzahl f(«) bezieht. 


so dafs 





Zu 7.) | 
\ ” )= ad Bao 5 (mod. fi«)) 
pl 
ist. so hat man. weil Nf(e) —p und @«e==g*, (mod.f(e)) ist. 


u PB 
———— Ind. 4 
/ 


a» g 
für den Modul f(«), und darum auch für den Modul ». Andererseits giebt 
die Congruenz (4.), durch welche die Zahl 2 bestimmt ist, 


.” 9” ;  (mod.p). 
und aus der Vergleichung dieser beiden Congruenzen folet: 

2 = Ind./, (mod. %). 
Die Congruenz (5.) giebt daher folgenden merkwürdigen Ausdruck des Index 
von 4 in Beziehung auf f(« 


(6.) Ind. 





A" UF(e”, x) 


2 . (mod.;). 


2. 


Aus dem gefundenen, dem Gebiete der Kreistheilung angehörenden 
Ausdrucke des Index von 4 erhält man einen entsprechenden durch die 
ideale Primzahl /(«), auf welche der Index sich bezieht, unmittelbar bestimm- 
ten Ausdruck, vermittelst der Zerlegung der 4" Potenz von F'(«, x) in ihre 
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ıdealen Primfactoren, nach der Formel 


m ‚m zn m 


(7.) Fo, x)’ eur +ta'f(o7') Ta”) fi«”) u ‚fie A-)y a 
in welcher die Exponenten m, als die kleinsten positiven Wurzeln der Con- 
sruenzen von der Form 
hn, 1, (mod.i) 
bestimmt sind und f(«) derjenige ideale Primfactor des p ist. welcher der 
pP 
Gongruenzwurzel = g* angehört. Um die idealen Factoren dieses Pro- 
duets zu wirklichen zu machen, wird auf beiden Seiten zur #P'" Potenz er- 
hoben, wo # der Exponent derjenigen Potenz sein soll. für welch 
fie)” = y(e) eine wirkliche complexe Zahl ist. Es soll auch angenommeı 
werden, dafs #] nicht durch 4 theilbar ist. welche Bedineune bekanntliel 
immer erfüllt ist, wenn 4 nicht ein Factor des Zählers einer der ersten 
Bernouflischen Zahlen ist. Verwandelt man alsdann die Wurzel « in dis 
variable Exponentialgröfse e, so erhält man aus der Gleichung (7.) in be- 
kannter Weise eine für jeden beliebigen Werth der Variabeln e zeltend: 
Gleichung von der Form 
v 41 ER „ y 
8.) Fe, = ze Hole”) "+V.W, 
l 
in welcher 


V— 11 e! tet... g4V: 


) | I | 
und MW eine ganze rationale Function von e’ und von der Wurzel .r ist 
Nimmt man auf beiden Seiten die Logarithmen, so erhält man 


dl 


HilFke,x) = l(+1)+Hsv- B,m,Ip(e”) +1 +-VW;). 
wo 


wohn 





und wenn der 4" Differentialquotient nach ® genommen wird: 





(9.) nn, tree; =) u S. A Plp(e"") 4 La A vw) 


dv’ dv* Ä dv? 








Nimmt man nun © — 0 und macht aus dieser Gleichung eine Coneruenz nach 
dem Modul 4°, so hat man zunächst 


BIA+PW 5 
(10.) _ 2 —= 0, (mod.}%), 














2 
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für jeden beliebigen Werth des W,. welcher ganz oder gebrochen sein kann, 
wenn nur. wie es hier der Fall ist, der Nenner desselben für » = 0 nicht 
den Factor A enthält. Entwickelt man nämlich diesen Differentialquotienten 
des Logarithmus nach der allgemeinen Formel (2.),. so erhält man 


(VW) ‚PZ(WVW,) diVW,) 





d#1A1+VW,) N: dv* m. dıf-! dı 

dv — TIVW dt VW)’ 
wo alle folgenden Glieder Producte von mindestens zwei der ersten —2 
Differentialquotienten von VW, im Zähler enthalten. Diese 4—2 ersten Dif- 
ferentialquotienten sind aber für den Werth »—0 alle durch A theilbar, weil 














I mit seinen ersten 4 — 2 Dilferentialquotienten für v—=0 durch 4 theilbar 
ist. Hieraus folgt, dafs für v—0 jedes der auf das erste folgenden Glieder 


dieser Entwicklung den Factor A mindestens zweimal enthält, dafs also 
la VW) _ AVW) 4 


dvf di 1-+IW 


Ferner hat man nach einer bekannten Formel für die Differentiation eines 





(mod. 4°). 


Products zweier Factoren: 
d-(VW,) AV » ,. d-V dW Ar I KV PM. . dW 
7 7 / - Ei 1 , 


Dar = — er "u ae Dr er er © A dk 











dı dr! 
und weil die Differentialquotienten des V bis zum 4—2'”" einschliefslich für 
?—0(0 alle den Factor 4 enthalten. und die Binomialcoefficienten der 4 
Potenz denselben ebenfalls enthalten, so hat man 














d’.(VW ) UV „d-VY dW . W > 
) i 0 u , R. 0 4 u 0 = 2 
dv* dv W; % dv dv ’ dv ° (mod. 7). 
Es ıst aber 
d. V E26 2 
7a lt +2 +3 +.+64—-1) = 0. (mod. 4), 
rd i—1 | 99-1 | Jill | 43 \4—1 / 
Tazı=! +- 21432... (1) = —1, (mod. %). 
«“W __dW. ’ 
aM 7° (mod. A). 


folglich 
(VW) 


dv* 


= 0. (mod. 7°). 





und darum auch 
dl +-VW,) 


rm = 0, (mod. 7). 





wie behauptet worden 
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Nimmt man nun die ideale Zahl f(«), als FH Wurzel aus der werk- 


chen Zahl y(«) = f(«)" dargestellt, in der Form f(@)—=yy(e). so kann 
man einfach 











1 digle”) _ dilflet) 
H dis Ps dirk 
bezeichnen, und weil 
elf”) p d’lfie’) 
dv* Ga - dr 
ist. so giebt die Gleichung (9.) folgende Congruenz: 
‚d-1F(e’, x) d’lf(e”) yon } | .. 
- er = zu. h’m,. (mod. 7°). 


also vermöge der Formel (6.) 


i d’-Lf(e") Be 2 
Alnd.i = — A >, h’m,, (mod. 7°). 
u 1 





Weil Am, = 1, (mod.4), so hat man 


d—1 it 
>, htm, = Z&, ht" = —1. (mod. )): 
' ) 
x u e d,lf(e') ’ ; Ih 
hieraus schlielst man zunächst, dafs =, durch A theilbar sein muls, wel- 
ud 


ches auch anderweitig leicht zu beweisen ist; dividirt man also durch 7, so 
hat man folgenden neuen Ausdruck des Index von 4: 


a irre 


/ dır ’ 


(mod. 7). 


Obgleich die Methode der Herleitung dieses Ausdrucks voraussetzt, 
dafs f(«) ein complexer Primfactor einer nichtcomplexen Primzahl » der 
linearen Form mi --1 ist, so gilt derselbe dennoch ebenfalls für alle anderen 
idealen Primzahlen, weil für alle Primzahlen f(@), welche complexe Prim- 
factoren nichtcomplexer Primzahlen anderer linearer Formen sind, stets zu- 
gleich 

1 Kırfle), 


(12) Indi= und a = (), (mod. %). 


statt hat. Es folgt diefs daraus, dafs die conjugirten complexen Primfactoren 
einer jeden nichteomplexen Primzahl g, welche nicht von der Form mi - 1 
ist, zum Theil einander gleich sind, dafs also für dieselben eine Gleichung 
von der Form 


f(«) = fe’) 
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statt hat. in welcher r nicht congruent Eins nach dem Modul 4 ist. Ver- 


möoe dieser Gleichung hat man 











1 dl f(e”) I dilfie”) jr I d“if(e’) ed.) 

un ln te pn mod. A), 

/ dı ri dır A dır ( 
lso. weil r’ r, nicht = 1 ist. 


| Alf(pv\ 
re) = 0, (mod. 4). 











/. du’ 
Ferner hat man, weil f(e)=f(«') ist, 
ä ) 4 ) \ 
( ): ng ( R. )= nd h 
f(«) fie’) | 


und wenn man in der ersten dieser beiden Gleichungen «’ statt « setzt 


EN 


* 4 u r Ind, / 
Fer ) —— (X r 





und demnach 


A nn r Ind. = Ind.%, (mod. 4). 


woraus, weil = nicht congruent Eins ist, Ind.A=0 folgt. 


>. 

Aus dem gefundenen Ausdrucke (11.) des Index von 4, dessen All- 
semeingültigkeit für alle complexen Primzahlen f(«) hierdurch bewiesen ist, 
soll nun mit Hülfe der in der angeführten Abhandlung entwickelten Indices 
der Einheiten ein neuer für alle Primzahlen f(«) geltender Ausdruck des 
Index von 1—«* hergeleitet werden; in ähnlicher Weise, wie dies a. a. O0 
pag. 129 für den speciellen Fall ausgeführt ist, wo Ind.2= 0, (mod.%) ist. 





Aus der Formel 


» \/ Y\ : i hi, 
= (l—- ec) 1—- e)1—a)...i1—e ), 


in welcher „ eine primilive Wurzel von 4 bezeichnet, erhält man 





. „2 „2 4—3 „her 1 
ı = (l-a) a telo) tele) el) ...e(e ), 
re, / . “ r ” * u “ 
wo u. ——., und wo e(«) die Kreistheilungseinheit 





\ _ ‚dzende) 
dc En 1— ea) — a7!) 





ist. Verwandelt man « in «* und nimmt auf beiden Seiten die Indices nach 
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dem Modul f(«). so erhält man 





j,—1 ' 

(13.) Ind. = — Ind. (1— «*) -- uxInd.« — 3, AlInd.e/«* . (mod.4) 
Drückt man nun die einfachen Kreistheilungseinheiten e(«), e/e)..... durch 
die zusammengesetzten Kreistheilungseinheiten E,(e). Es(e). ... E,-,(«@) aus. 
welche durch die Gleichung 

. Yv gi Ale dl v 2 h 
FE. (@) m e(oa)e(o ) el ) ade e(a 
bestimmt sind, aus welcher 
Pi l ei 
Ind.E,(e) = &,7"""Ind.e(e” ), (mod. 4) 
und durch Umkehrung 
l a—l 
/ YV ‘ v ’ın/ Y \ 
Ind.e(@ 22,y”"Ind.E,(e), (mod. }) 
! 
folgt, so erhält man aus der Congruenz (13.) 
il u—l ’ 
(14.) Ind. = — Ind. (1— «*) — uz Ind. -- 238, ZT DBEE (ce) 
l 1 


Führt man die Summation in Beziehung auf 4 aus und bringt Ind.(1— eo’ 
allein auf eine Seite der Congruenz, so hat man 


| a" Ind.E, (a* 
(15.) Ind.(1— co) = — Ind. — uzInd.a —2Z, ER. (mod. 2). 


[ Ri 4 
1 / 


Macht man nun von dem a. a. O. pag. 125 gegebenen Index der Einheit E,(« 


- 


(ebrauch: 


j m j i BD, hr dr?” fü 
a PR nn ee} 
(16.) Ind.E,(e*) (—1)"(5 1) a > (mod.}). 


in welchem DB, die n'“ Bernoullische Zahl ist. und setzt der Kürze halber 
d’lf(e ) 


du” 


—D,, 





so erhält man, indem man für Ind.A den gefundenen Werth bei (11.) und 
N f (a) —1 
A 





für Ind.(«) seinen Werth setzt. folgenden Ausdruck des Index 


von 1— 0*: 








D; , ‚Nf)—A,, | j r 
— 422 BB. BB. + (-1B,_,D,3— 


nach dem Modul 4. 


Journal für Mathematik Bd. LVI. 
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A. 

Aus den Indices der besonderen Einheiten E,(«), E,(«). ... E,_,(« 
läfst sich ein allgemeiner Ausdruck für den Index einer jeden beliebigen Ein- 
heit K(«) auf folgende Weise ableiten. Da das System dieser «—1 Einheiten 
ein vollständiges unabhängiges System ist, so lälst sich jede gegebene Einheit 


Fe) durch dasselbe ausdrücken in der Form 


. 5 . Mm, 
( IS. ) E 0) < 19 E, Ü& E. (&) ei KH, (@) 
aus welcher man 


(19.) Ind. &(«) = m Ind. «--n, Ind. E, («) + m; Ind. E, (@) -- +--- m,_,Ind.E ,_,(@ 


erhält, wo 22%,. 2%. ... Mm,_, auch rationale Brüche sein können. aber nicht 
solche, welche in ihren Nennern 4 enthalten, wenn nämlich, wie vorausge- 


2 
setzt worden ist, 4 nicht in einer der ersten en Bernoullischen Zahlen 
als Factor des Zählers enthalten ist. Verwandelt man nun in der Form (18.) 
die Wurzel « in die Variable e’ und differentiirt logarithmisch, so werden 
alle ungraden Differentialquotienten des Logarithmus von E,(e') congruent 


Null, nach dem Modul 4, wegen der Eigenschaft dieser Einheit, nach welcher 


E,(@) = E,(oe”') ist. Ferner hat man 
2 r ö ve ] >y n i IR > aslo u—1 
’*lE„(e") zn a] d’*le(e”r‘) d’*le(e”) — „,@x-2n)} a; 
pr = — | / er pP . Trug — | / ’ (mo “ l, ); 
dv Ri du’ dv’ 


und weil diese Summe stels congruent Null ist, mit Ausnahme des Falles 
zn, in welchem sie congruent « wird. nach dem Modul /, so hat man 


‚ dO*lE,„(e”) 





\ er 0, (mod./), wenn z nicht gleich n, 
UV” 

(20.) | 

dr lE,„(e”) d"le(e”) 

—— _ I 





ee „ (mod. %), 
di? du:” ( ): 
und weil 
A?" le(e”) u we ® ’ 
rer (—1)"t!(y”"—1) a (mod. 4), 


wie in der angeführten Abhandlung pag. 139 gezeigt worden ist, so ist 


s Ir IE,„(e”) v DB. 
>) hut Mt raid (Ivy 
(21.) wRRT : (—1)”(5 1) >; (mod. 4). 


Man erhält demnach aus der Gleichung (18.) folgenden Werth des 2n' Dif- 
ferentialquotienten von /K(e'): 


d?" IE(e”) dr IE„(e”) Br 
_— = m. —— 


), = mr), 
du” \ ) \/ / An 





dır? 














Ar if(le) 
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und wenn mit ir u multiplieirt wird: 


du? 


d"lE(e‘) d="Ifle 
du:” dwimar 


also vermöge der Formel (16.) 


da") E(e”) di? Lffe‘) 
du” du? 


m,Ind.E,(«). 


Der Ausdruck des Index der beliebigen complexen Einheit K(« 


d lLE(e®”) 


ın Ist: 
dı 


weil überdies 


!1lE(e) A fie) —1 
3 ee 


erlin. im December 1858. 
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4. 
Aus den Indices der besonderen Einheiten E,(«). E,(«). ... E,_,(o 


läfst sich ein allgemeiner Ausdruck für den Index einer jeden beliebigen Ein- 
heit K(o) auf folgende Weise ableiten. Da das System dieser «—1 Einheiten 
ein vollständiges unabhängiges System ist, so lälst sich jede gegebene Einheit 
F,(e) durch dasselbe ausdrücken in der Form 


m m, m u m 


\ uw—l1 


(18) Eie) = a"E,(e)"" Ex(e)" ...E, (0), 

aus welcher man 
19.) Ind. K (@«)= mInd. «mn, Ind. E, («@)-+ nm, Ind. E; (&) -- + --- an, _,‚Ind.E,_,(e 
l l u 2 J U \ 


erhält, wo 2%,. 2%. ... m,_, auch rationale Brüche sein können. aber nicht 
solche, welche in ihren Nennern 4 enthalten. wenn nämlich, wie vorausge- 
s 2 
setzt worden ist, 4 nicht in einer der ersten a Bernoullischen Zahlen 
als Factor des Zählers enthalten ist. Verwandelt man nun in der Form (18.) 
die Wurzel «& in die Variable e’ und differentiirt logarithmisch, so werden 
alle ungraden Differentialquotienten des Logarithmus von E,(e‘) congruent 
Null, nach dem Modul A, wegen der Eigenschaft dieser Einheit, nach welcher 


E,(e) = E,(e”') ist. Ferner hat man 
en gen] os 1 
A*lE„(e") a ei dte(e ) d’*le (e) '— 0x2) (mod.4} 
du’ ve FEAR dv’* ww, 1.7 4 


und weil diese Summe stels congruent Null ist, mil Ausnahme des Falles 


zn, in welchem sie congruent « wird, nach dem Modul 7, so hat man 





d’*lE,(e”) | ” 
\ I — = (, (mod.7), wenn z nicht gleich n, 








dv 
(20.) | | 
«rlE,„(e") d-"le(e”) ’ d ;) 
> u ——, (mod. 4); 
| dv?" du” ( j 
und weil 
Ad?" le(e”) ul In . i 
u og (—1)"' (y te „ (mod. 4), 
wie in der angeführten Abhandlung pag. 139 gezeigt worden ist, so ist 
2 I?" IE, (e”) B, i 
21. Aa (— 1)” (y”"—1) —— , (mod. 4). 
( ) du” rr y " * ( ) 


Man erhält demnach aus der Gleichung (18.) folgenden Werth des 2n'" Dif- 


ferentialquotienten von /K(e'): 


d’" lE(e”) .- d’" lE„(e”) a Burzel N B. 
genen © — a Ge 
dırr N dur ‚\, ’ An 
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ze] a 
a An multiplicirt wird: 


Eu” 


und wenn mit 


rlE(e) dr lf(er) ae 
n m ji . ei in, — | A — ) _ 
du’ dot?" u ' n dı 
| also vermöge der Formel (16.) 
d"lkEle”) d+-""lf(e) i 
_— °__ Ask m, Ind. E,(« 
dv“” du+ 
Der Ausdruck des Index der beliebigen complexen Einheit K(e) wird daher. 
na. Ki) | 
weil überdies a ım ist: 
(in 
| n » u. N I Auın j 
(e) Nf(fay—I —ı Pr] Ele!) d% If(e”) 
(22.) Ind. E(o) hi IE(e‘) I - 2, ——— -— / „(mod.}) 
a. dı N y de?’ dw’ 


Berlin. im December 
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Ueber ein elementares Theorem der analytıschen 


winklige und schiefwinklige Coordinaten dieselbe Form hat, ist dies bei der 


(seometrie. 


(Von Herrn F\. Joachimsthal zu Breslau. ) 


PD 
en 


YW ährend die Gleichung der Tangente einer ebenen Curve für recht- 


\ormale nicht der Fall; es dürfte daher zweckmäfsig sein, folgende für meh- 


rere Coordinatensvsteme ganz gleichlautende Construction der Normale unter 


lie elementaren Anwenduneen der Differentialrechnune mit aufzunehmen. 


Il) 


111) 


Lehrsatz. 
Ks sollen die posiliven Variabeln # und » entweder 
die senkrechten Entfernungen eines Punktes @ von zwei sich schnei- 
denden Geraden M und X; oder 
die Entfernungen des Punktes O0 von zwei festen Punkten m» und n; 


oder 


die Entfernungen des Punktes O von dem festen Punkte » und der 
festen Geraden N bedeuten. Beschreibt alsdann @ eine Curve, deren 
Gleichung in Bezug auf eines dieser Systeme f(u,v)—=Ü ist, und 
trägt man mit Berücksichtigung des Zeichens auf den von O aus ge- 
zogenen Strecken #@ und v® Längen ab, die f’(w),. f’(v) proportional 
sind. so ist die Diagonale des über ihnen construirten Parallelogramms 


die Normale der Curve. 


Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus bekannten statischen Principien oder 


aus folgender einfachen Rechnung. — Der Anfangspunkt CE eines rechtwink- 


liven Coordinatensystems liege mit O auf derselben Seite der Geraden M und 
N; wir bezeichnen mit p, p’ die von C auf M und N gefällten Lothe, mit 





ne 
BR ac - 
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) 4 IL} 


«a, Ps; «@, 5 die Winkel zwischen den positiven Halbaxen und p, p, und 

mit 5, 75 & n' die Coordinaten von m, n. Setzt man alsdann in /(w,v)=-0. 

je nach den drei Coordinatensystemen, zwei der folgenden vier Grölsen 
\P— Tcosa—Yycosp; P— wcose'— Yy cos 


! y=—S5)--(vy—n): Y(a— von 


’ 


so erhält man die Gleichung der Curve in rechtwinkligen Coordinaten. Di: 


Gleichung ihrer Normale wird also 
<.) of SIT of o®V of ou of O1 


Für jeden der vier Ausdrücke (1.) ist aber 


ou / OU 
— COS(U, 7). —: — COS(U,Y 
or oy i 
wenn die Lothe auf die Geraden M und X so wie die Radien Vectoren nach 


m und rn von Q aus gezogen werden. Dadurch verwandelt sich (2) in 


A—ır Y—ı 
i cos(\4U, X) —- / cos(v, X) / cos(u,Y) Ei cos(v,} 
ou . Od OU Ot 


welche Gleichung die analytische Darstellung des Salzes ist. 


Anmerkung. Der Beweis zeigt, dafs die Verallgemeinerung des 
Satzes von der bekannten Integration der partiellen Differentialgleichung 
2 


OouN OUN 
\ \ 

( _ J Zu; its (- J pre I 
ww nv 7 


CH , 





abhängt. Wir übergehen dieselbe, so wie die Ausdehnung auf den Raum. 


die nach dem Vorhergehenden keine Schwierigkeit bietet. 


S. 2. 
Die Eigenschaft der Tangentengleichung 


A N 


“ - 


von dem Coordinatenwinkel unabhängig zu sein, führt zu dem Saize, dafs. 
wenn die Ordinaten aller Punkte einer Curve einen constanten Winkel um 
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ihre Fufspunkte beschreiben. eine Tangente der neuen Curve und die cor- 


respondirende der ursprünglichen Curve sich auf der Abseissenaxe treffen; 


. ’ . V Pr . 
und da die Absceisse des Durchschniltspunktes «= -- — ungeändert bleibt, wenn 
. 
v mit einer Constanten multiplieirt wird. so gilt der Satz noch, wenn mit 
der Drehung der Ordinaten zugleich eine Verkürzung oder Verlängerung der- 


selben in eonstantem Verhältnisse statt findet. wie hinlänglich bekannt ist. 


Ebenso führt der Satz in $.1 zu neuen Sätzen über die Normalen. 


indem man bei Construction der Gleichung 
FE 3. | 


in einem der drei Systeme 1), 11), III) entweder die festen Punkte und 
(seraden ändert, oder die Gleichung in Bezug auf verschiedene Systeme con- 


strnirt: zZ. B. 


Stehen zwei Curven A und Ak in solcher Verwandtschaft, dafs die Ent- 
(ernungen eines Punktes @ in A von zwei festen Punkten A und B 
oleich sind den Entfernungen eines Punktes o in k von zwei festen 
Punkten « und d, und trägt man auf den Normalen in O und o beliebige 
Stücke N, rn auf, so verhalten sich die Componenten von N nach 04 


ınd OB wie die von n nach oa und ob. 


Ich führe unter einer Anzahl ähnlicher eben diesen Satz an, weil der- 
selbe so wie der analoge im Raume bei der Jacobischen Erzeugungsweise 


der Linien und Flächen zweiter Ordnung von Nutzen ist. 


$. 3. 
Unter den zahlreichen speciellen Anwendungen des Satzes in $. 1 
mögen einige, die sich auf folgendes Prineip stützen, hervorgehoben werden. 


„Construirt man die Gleichung 


f(u,v) = 0 
für zwei der drei Coordinatensysteme I), II), III), so erhält man zwei ver- 
schiedene Curven; ist @ einer ihrer Durchschnittspunkte, und sind seine 
Coordinaten #, v® in Bezug auf das eine System mit denen in Bezug auf das 


andere System 2dentisch, so haben beide Curven in @ dieselbe Normale. also 


auch dieselbe Tangente.” 





a 
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a) Es sei in nebenstehender Figur der Quotient 
der Perpendikel Grm und On, die von Q auf die in 
A sich schneidenden Geraden M und X gefällt sind. 
oleich «, so bedeutet im Systeme I) 8 — er—0 die 
Gerade OA, welche ihre eigene Tangente ist; dagegen 
stellt dieselbe Gleichung im Systeme Ill). wenn »x der 
feste Punkt und N die feste Gerade des Systems sind. 
einen durch @ oehenden Keselschnitt dar. der m zum 
Brennpunkte und N zur Leitlinie hat, also ist 94 
Tangente des Kegelschnitts in O; anders ausgedrückt: 
die Tangenten an den Endpunkten einer Brennpunkts- M 
sehne treifen sich in einem Punkte A der Direclrix. 
und die Gerade, welche A mit dem Brennpunkte verbindel, steht auf der Sehn« 
senkrecht. — Im Systeme II) mit den festen Punkten mr und n ist w— ww — U 
die Gleichung eines Kreises, der durch O@ und die beiden Punkte geht. in 
welchen die Halbirungslinien des Winkels mOn und seines Nebenwinkels di: 
Gerade mn treffen; GA ist auch Tangente dieses Kreises. Den hieraus sich 


ergebenden Lehrsatz übergehen wir. 


b) Ist in obiger Figur Om. On — , so bedeutet im ersten System. 
uv—/3 eine durch ®@ gehende Hyperbel, deren Asymptoten die festen Geraden 
WM und N sind; im Systeme II) dagegen, wenn m und rn die festen Punkt 
sind, eine die Hyperbel in @ berührende Lemniscate. Das von MM und X 
begränzte Stück der Hyperbeltangente wird aber bekanntlich in © halbirt. 
folglich gilt derselbe Satz für die Lemniscate. (Man sehe Steiner, Bd. XIV. 
pag. 82 dieses Journals.) Aehnliche Constructionen und Sälze ergeben sich 
für alle Curven, welche durch eine Gleichung («—« (e—P)=-y in einem 
der drei Coordinatensysteme dargestellt werden. 

c) Sind in der nämlichen Figur M und X die Richlungen zweier 
conjugirten Durchmesser 2y«, 2/7, und A der Mittelpunkt eines Kegelschnit- 
tes, so hat derselbe im Systeme I) die Gleichung 

(3.) 4 - — — sin’ (M, N 
Denken wir uns aber von einem Punkte O dieser Curve auf M und X die 
Lothe Om, On gefällt und betrachten m, n als feste Punkte des Systems 1]). 


so stellt (3.) einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt der Schwerpunkt von 
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u 1 1 
ınd » ist. wenn man diesen die Gewichte ea oder resp. « und / bei- 
{ & ; 


levt. Da aber in © sich beide Curven berühren, so haben wir den Satz: 
Fällt man von irgend einem Punkte Q@ eines Kegelschnitte auf zwei 
eonjugirte Durchmesser desselben 2y«, 2yP die Lothe Om, On; so triffi 
die Normale in @ die Verbindungslinie der Fufspunkte m, n im Schwer- 
punkte von m und 2, wenn man diesen die Gewichte « und / beilegt. 
Für den Kreis halbirt also die Normale mn; für die gleichseitige Hyperbel 


ist sie ann parallel. 


\nmerkung. Ein ähnlicher Satz gilt für die Flächen zweiten Grades 
mit der Modification,. dafs an den Fufspunkten der auf drei conjugirte Dia- 
metralebenen gefällten Lothe die Quadrate der Parallelogramme zwischen je 
„wei conjugirten Durchmessern als Gewichte anzubringen sind. Der gleich- 
seitigen Hyperbel entsprechen hier diejenigen Hyperboloide, deren Asymptoten- 
kecel unzählie viele Ternionen von drei auf einander rechtwinklisen Kanten 


enthalten. 


Breslau. im Januar 1859. 
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Ueber das Gleichgewicht und die Bewezung eines 
unendlich dünnen elastischen Stabes. 


(Von Herrn G. Airchhofj zu Heidelberg. ) 


Poisson hat in seinem Trail de mecanique eine Theorie der endliche:r 
Formänderungen entwickelt, die ein unendlich dünner, ursprünglich gerade: 
oder krummer. elastischer Stab durch Kräfte. die theils auf sein Inneres theil: 
auf seine Enden wirken, erfährt. De Saint-Venant hat jedoch nachgewiesen. 
dafs die Vorausseizungen. von denen Porsson dort ausgegangen ist. theil- 


’ eiNcsS 


Ä 


weise unrichlie sind, und hat zum ersten Male die Torsion und Bieoun 
unendlich dünnen Stabes von beliebigem Querschnitt, von den Grundgleichun 
gen der Theorie der Elasticität ausgehend, mit Strenge untersucht. Zr 
Samt-NVenant hat dabei aber nur den Fall behandelt, dafs der Stab wı 
sprünglich evylindrisch ist, dafs die Formänderungen unendlich klein sind, und 
dafs die Achse des Stabes eine Achse der EKlastieität ist. In der vorlieven 
den Abhandlung untersuche ich, von den Gleichungen der Theorie der Klastı 
cität ausgehend. die Formänderunsen eines unendlich dünnen Stabes von 
überall gleichem Querschnitt ohne diese beschränkenden Annahmen. 

In dem ersten Paragraphen stelle ich über die Grundeleichunven deı 
[Theorie der KElasticitäl gewisse Betrachtungen an, welche die Anwendung 
derselben auf den Fall eines unendlich dünnen Stabes vorbereiten: im 8.2 
wird diese Anwendung in ihrer Allgemeinheit, in Beziehung auf das Gleich 
sewicht und die Bewegung. gemacht: 8.3 behandelt das Gleichgewicht eines 
ursprünglich eylindrischen Stabes, der durch Kräfte, die auf die Enden 
ken. eine endliche Formänderung erlitten hat; es ergiebt sich hier, dafs die 
Aufgabe, die Gestalt des Stabes zu bestimmen, auf dieselben Differential 
gleichungen führt, wie das Problem der Rotation eines schweren Körpers un 


einen festen Punkt; im $. 4 endlich entwickle ich ein Beispiel 
Gleichgewicht eines ursprünglich krummen Stabes unter dem Einflufs vo: 
Kräften, die auf die Enden wirken, indem ich die Formänderung wntersuch 
die eine aus einem Drahte von kreisförmigem Querschnitt gebildete Schrauben 
linie durch eine Kraft erfährt, die auf einen mil dem Ende derselben fest 
verbundenen Punkt der Achse in der Richtung dieser wirkt 
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S. 1. 

Es seien ©, y, %& die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes eines 
homogenen elastischen Körpers in seinem natürlichen Zustande; mit diesem 
\amen will ich den Zusiand eines Körpers bezeichnen, bei dem an keinem 
Orte Dilatationen (oder Contraclionen) stattfinden. Durch unendlich kleine 
Kräfte, die theils auf das Innere theils auf die Oberfläche wirken. und die 
ch äufsere nennen will, um sie von den elastischen zu unterscheiden. möge 


1 


der Körper eine Formänderung erleiden; nach derselben seien z-+u, y-v, 


ie Coordinaten des vorher betrachteten Punktes, den ich als den 
Punkt (z,y,2) bezeichnen will. Durch diesen Punkt denke man sich nach 


dem Eintreten der Formänderune eine Ebene senkrecht zur x-Axe oeleot: 


diese theilt den körper ın zwei Theile: die Componenten nach den ÜCoor- 


. 


dinalenaxen der auf die Flächeneinheit bezosenen elastischen Kraft. welche 
der Theil. dem die eröfseren Werthe von 2 entsprechen, auf den andern in 
Punkte (2.v.x) ausübt. seien: 


, 
a. I. #4. 


ınd die analoee Bedeulune sollen die Zeichen 
Y, 7, Z 
X, Y. ZZ 


v,> 


haben Dabei ist dann: 
Y‚—Ä 


Ich setze terner 


ou oW ot 

„= = Y > u —., 
O3 z O0} O2 
ON ou OU 

y — => 4 2 e A — | ——— _—— 
0} 0x O4 
OH ov ou 

3 —, 7 Y. = —— =; 
O2 OX OyY 


bezeichne durch 

A, et, :Z 
die Componenten der äufseren, auf die Einheit des Volumens bezogenen Kraft. 
die nach der Formänderung im Punkte (x, y, 3) im Innern des Körpers wirk- 


sam ist: ferner durch 


iX), ir), 2) 


die Gomponenten der auf die Flächeneinheit bezogenen äufseren Kraft, die 
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auf die Oberfläche im Punkte (x, y,x) ausgeübt wird, wobei ich unter z ein 
unendlich kleine Constante, unter A, Y, Z, (X). (Y), (Z) endliche Gröfseı 
verstehe; und schreibe endlich die Gleichung der Oberfläche des Körpers ıı 
seinem natürlichen Zustande: 
YJ 0 

Unter der Voraussetzung, dals die 9 Diflferentialquotienlen von &, ve, wo nach 
r, v, x unendlich klein sind. sind dann die 6 Gröfsen A,, A 
homogene Functionen der 6 Gröfsen z,, #,; »..„ deren Coellieienten dis 
Constanten der Elasticilät des Körpers sind, und für den Fall des Gleiche: 
wichts ist für jeden Punkt im Innern des Körpers: 


oA oA oA 





en AU. iX 
CT.E 0) O2 
31 >} } 
BE DE 5% ;) 
93 CO) O< 
of oh 02 2 
oA oO} O2 


Ol OH O1 CH ( 4 
KETTE IET xXYyl) A 
043 0) 02 vOE+ co) O2 
’ OH » Ol , Of / 0 \ Of O4 
(2 ) } £ } he } J (4 } ) \ -j \ / 5 
OA CO) ( ı»xOA ) 





. / 


6 \& \* 
04 OA Ot . CY / OQU\ og 
I. 1, 9422 = DyY—)+) 4) 
YA Z O2 . er: 


wo die W urzelgrölse posiliv zu nehmen ist. wenn für die Punkte im Innern 


des Körpers g negaliv ist. 


In den allgemeinen Lösungen dieser Differentialgleichungen für w, vo, « 
kommen 6 willkürliche Constanten vor; die Ausdrücke von ®, v, ww ent- 
halten nämlich die additiven Glieder 

4, +-cey—b2, b,+-a2 — ca, ,+bax —ay, 


in denen «&,., d,. €,,. a, 5, ce willkürliche Constanten sind. Es folgt da 
daraus. dafs die Gröfsen #, v, w nur in so fern in den Gleichungen (1.) 
und (2.) vorkommen. als sie die Werthe von x£,, x; bedingen, und 
diese Werthe ungeändert bleiben, wenn man zu ®, v, w die angegebenen 
Glieder hinzufügt. Die 6 Constanten «,, d,. €, a, db, e sollen durch die Fest- 
setzung ihre Bestimmung erhalten. dafs für den Punkt (e=V, y—=0,2—0), 


31” 
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der in dem Körper liegen möge, 


ow ow 











dv 
3) a=0, (I, vw—), ——(I, ——=0I. —<-—0 
oOX OX OY 
ist. Da von den 9 Grölsen: 
ou OW 
OX OX 
ou ow 
E. u 
OoYy OY 
ou ov 
‚u - 1. 
03 ° 03 ’ 


die 3 der obersten Horizontalreihe die Cosinus der Winkel sind, die ein ur- 
sprünglich der x-Axe paralleles Linienelement nach der Formänderung mit 
den Axen bildet, und die übrigen die entsprechende Bedeutung haben, so 
sagen die drei letzten der Gleichungen (3.) aus, dafs ein durch den Punkt 
(T—=0, y=0, 20) der z-Axe ursprünglich parallel gelegtes Linien- 
element seine Richtung nicht ändert, und ein durch denselben Punkt der 
y-Axe ursprünglich parallel gelegtes Linienelement senkrecht auf der z- 
Axe bleibt. 

Die Gleichungen (1.), (2.) und (3.) bestimmen die Functionen u, ®, 
wo eindeutig, wie später (nach der Gleichung (9.)) nachgewiesen werden soll. 
Die Ausdrücke von w, ®, ww und ihre Differentialquotienten nach z, y, 2 
müssen hiernach den Factor 2 enthalten; sie werden daher von der Ordnung 
von ? sein, wenn alle Dimensionen des Körpers endlich sind, oder, um mich 
präciser auszudrücken, wenn in der Function g nur endliche Constanten vor- 
kommen. In diesem Falle ist also die Voraussetzung, dafs die 9 Differential- 
quolienten von %, v, w nach ©, y, & unendlich klein sind, unter welcher die 
Gleichungen (1.) und (2.) nur richtig sind, erfüllt. Enthält g eine unendlich 
kleine Constante, so wird diese Voraussetzung im Allgemeinen nicht erfüllt: 
ihr wird aber auch genügt in dem Falle, der jetzt betrachtet werden soll. 

Es seien alle Dimensionen des Körpers unendlich klein und von der- 
selben Ordnung; oder, um bestimmter zu sprechen, es sei die Gleichung „0 


u 


der Art, dafs, wenn man in ihr setzt: 
(4.) 2 af, y=iy, z:==ij, 
wo i eine unendlich kleine Constante bedeutet, sie übergeht in eine Gleichung 


g=—=d, 


deren linker Theil eine Function von x, 9, 3 ist, die nur endliche Constanten 
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enthält. Die Gröfsen A, Y, Z, (X), (Y'), (Z) sollen Functionen von , y, 2 
und i sein, aber solche, die endlich bleiben für alle Wertbe, die z, y, x in 
dem Körper erhalten. 

Die Substitutionen (4.) denke man sich auch in den Gleichungen (1.) 
(2.) und (3.) ausgeführt. Macht man | 




















OU ow , ot 
T ce r 5 y „— n\ — E77 
X or ): 03) ' op} 
0 : ou OU 
ö . = — ” ED ee 
oY 5x O3 ol 
ou oOv , du 
,. = nn nn 
Os oTr oO) 


und bezeichnet durch &,, x» Ixs - - : die Ausdrücke, die man erhält, wenn 


MAN Ly> Yx> Zxs - » . ersetzt durch x,, 9x5 32, - . . in den Ausdrücken, die 
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Y., Yx; Zu; - - . als Functionen von 2,, Yx> x, .. . darstellen. so erhäl' 
man dadurch: 
' OK ı Kr ı X u 
— ll — 1 — - HA, 
or 9% °' 09 } 
- ON ı N, , 9 u 
5) (IL _ er 
co 9 10% 
O3x ı 03 02. ats 
Ix as _——_ = - — 7 ıZ, 
or 0) oO} 

















K, En _ K. oY 71 K. 4 = (A , | (7, ) - ( ge ) ( = 
ap h) O} 0% 
3 (By Arya Sn De 
(©. IX Hr 1% ey 1 92 ö3 i \6Or/ IX 99 / \0o J 
343,8 413,8 = um), (BY 
E ah - A M - un u BEFENEE. "JM u HR N an j 
nt 3 og (7 \Ar/ \ oy- | 03 
und für =0, y=0, 3=0: 
N. u | 
| of oWw L 
7) u), vd), wol ——I ——I TO 
or j or oY 


Wenn durch die Ausführung der Substitutionen (4.) in den Ausdrücken von 
A, Y, Z, (X), (Y), (Z) die Gröfse i nicht verschwunden ist, so kann man 
doch für diese 6 Gröfsen die endlichen Grenzwerthe setzen, denen sie sich 
der gemachten Annahme zufolge nähern müssen, wenn i sich der Null nähert: 
d.h. man kann A, Y, Z, (X), (Y)), (Z) als endliche und von i unabhän- 
gige Functionen von X, 9, 3 betrachten. Aus diesem Grunde müssen die 


Werthe, die für v, v, w aus den Gleichungen (5.), (6.), (7.) sich ergeben. 
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von der Ordnung des Products 2i sein; von derselben Ordnung sind die 
Dilferentialquotienten von %, v, w nach x, 9, 3, und daher sind die Differential- 
uotienten von %, v, w nach 7, y, x von der Ordnung von 2. 


Die Gleichungen (1.) und (2.) gelten deshalb auch für den jetzt be- 
trachteten Fall; sie vereinlachen sich in demselben aber wesentlich. Erwägt 
man nämlich, dafs die rechten Theile der Gleichungen (5.) unendlich klein 
ind gegen die rechten Theile der Gleichungen (6.), so sieht man, dafs die 
Gröfsen A, YF, Z nur einen verschwindend kleinen Einflufs auf die Werthe 
von @, v, w ausüben, dafs man sie daher vernachlässigen und die Gleichun- 
oen (1.) erseizen kann durch die folgenden: 





oA, oA, 0A, 0 

c4 oy 0% oo; ’ 

ol} oY, ol} 
nF 
EN Oo) UxX% 

OLx , 02, , 02: 0 

OX er —n 


Diese Gleichungen sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dals ?A, 
7, 2% von derselben Ordnung als 2(X), 2(Y), 2(Z) sind; sie gelten olfen- 
bar auch in dem Falle, dafs jene 3 Kräfte unendlich klein gegen diese sind, 
sie „elten aber nicht in dem umgekehrten Falle. Die Schlüsse, welche weiter 
unten aus den Gleichungen (8.) gezogen werden sollen, gelten also auch nuı 
ter der Voraussetzung, dafs der letzte Fall nicht statt findet. 


m nn 


Die Gleichungen (1.) und (2.) lassen sich in eene Gleichung zusam- 
menfassen. Von den 36 Constanten, welche die Gleichungen enthalten, die 
V,NY,... als Funclionen von 2£,, Yx, - .. darstellen, müssen 15 anderen 
I5 eleich sein, so dafs der Ausdruck 


A,de,.--Y,dy, + Z.dz.+Y.dy. + 2Z,.dz, +4 X, dı, 


X 


das vollständige Differential einer homogenen Function 2" Grades der 6 


Variabeln &,, Yı> 3-5 Yı> Zx, x, Ist*). Ist # diese Function, so sind die 


*) Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt leicht aus den Prinzipien der mechanıi- 
;chen Wärmetheorie. Wäre nämlich der angegebene Ausdruck kein vollständiges Diffe- 
rential, so könnte man mit Hülfe des elastischen Körpers Arbeit gewinnen, indem man 
Druckkräfte auf die Oberfläche desselben wirken läfst, die man so variirt, dafs der Körper 
wieder in seinen ursprünglichen Zustand zurückgeführt wird; es könnte das nach jenen 
Prinzipien nicht der Fall sein ohne einen entsprechenden Verlust an Wärme; fände ein 
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Gleichungen (1.) und (2.) gleichbedeutend mit der einen: 


(9.) 92— Sf Fdxdyds = 
der das erste Glied der linken Seite das Moment der äufseren Krälte füı 
unendlich kleine Aenderungen von , v, w, und das zweite die entsprechend: 
Variation des in ihm vorkommenden, über das Volumen des Körpers ause« 
dehnten Integrals bedeutet. 

Aus einer gewissen Eigenschaft der Function # läfst sich die obe 
ausgesprochene Behauptung, dafs die Gleichungen (1.). (2.),. (3.) die Fun 
nen %, v, w eindeutig bestimmen, beweisen, 

Wäre dieses nicht der Fall. so müfste es von Null verschiedene Wer! 
von a, v, w geben, die den Gleichungen (1.), (2.), (3.) genügen, wenn di: 
rechten Seiten der Gleichungen (1.) und (2.) gleich Null gesetzt sind. E: 
sezeigt werden, dafs es solche Werthe nicht giebt. Multiplieirt man die Glei- 
chungen (1.) mit udedydz, vdedydz, wdxedydz und integrirt sie üben 


das Volumen des Körpers, dividirt man die Gleichungen (2.) durch 


Y( g E Oo 29 N wre \" 
ı ( 94 / ? 


multiplieirt sie mit #d0, vdO, Be wo dO ein Element der Oberfläche des 
Körpers bedeutet, und integrirt “” über diese Oberfläche, so erhält man für 


den Fall, dafs X, Y, Z, (X ),(Z)=0 sind durch Addition: 


— fe d.ı dy dz. 


Für einen Körper, dessen Elasticität in allen Richtungen dieselbe ist, ist di 
Function #' weiter unten (in der Gleichung (29.)) aufgestellt; es hat hier # 
die Eigenschaft, nie negativ zu werden und nur zu verschwinden. wenn die 
6 Argumente z,, 2,,..==0 sind; da bei denjenigen Körpern, welche in 





verschiedenen Richtungen eine verschiedene Elasticität besitzen, die Unter- 
schiede der Elasticität nur klein sind, so wird man annehmen dürfen, dafs 
bei allen in der Natur vorkommenden Körpern #' dieselbe Eigenschaft: hat 
Es folgt dann aus der abgeleiteten Gleichung, dafs die 6 Gröfsen z,, z,, 

in dem ganzen Körper gleich Null sind. Um zu beweisen, dafs hieraus und ans 





solcher statt, so wäre aber dennoch die Uebereinstimmung mit den genannten Prinzipien 
nicht hergestellt, denn man könnte mit Hülfe des elastischen Körpers Wärme in Arbeit 
verwandeln, ohne dazu Körper von verschiedener Temperatur nöthig zu haben. Diese 
Betrachtung ist, wie ich glaube, schon von W. Thomson im Quarterly Mathematical 
Journal (April 1855) angestellt; ich habe die citirte Stelle nicht einsehen können 
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den Gleichungen (3.) für den ganzen Körper u=0, v—=0, w=0 sich 
ergiebt, entwickle ich, wie man % finden kann, wenn X,, x,, .. . gegeben 


ou ._, u ‚ou 
u —= (U) +2 ae- L— dy-;- -—_ dz), 
” OYV w 


wo (a), den Werth von x für z=0, y=0, x=0 bedeutet, und wo die 


sind. Es ist 








Integration auf einem beliebigen Wege von dem Punkte (2=0, y=0, 20) 
bis zu dem Punkte (x, y, z) auszudehnen ist. Bei ähnlicher Bezeichnung 


nal man 














j in 
ou on \ ou ı ou \ 
- ( + fl - — dy - —— de) 
0) \öy- ex öy -. A : 3°... 
17 n En IS! 
hir OA 
or 0) 0) 
co u OY, CO) 
Er oO) 04 
K u ’ ( C Yz 023 © X 
2 a 5° a . ) J 
ovOoz . OA Oo} Oz 


. . . . ’ ° -— OH n . ° r 
Diese Werthe denke man sich in die Gleichung für —- substituirt; einen 


Oo} 

. j nr on £ ou 
Ihnlichen Ausdruck. wie man ihn dann für — erhält. kann man für — 
OYV O2 


OH . . r . » a 
‚bieiten: —— hat den einfacheren Ausdruck: x.. Wenn nun die 6 Gröfsen 


A 
Bi == 0 sind und die Gleichungen (3.) bestehen, so folgt hieraus 
ou ou ou ' | 
wnächsi. dafs „—, ——( sind. und dann weiter. dafs @ —=( ist. 
O2’ d&y’ 


\ul dieselbe Weise läfst sich offenbar ableiten. dafs auch » und w ver- 
Senwinden 


Die Gleichung (9.) gilt — wie die Gleichungen (1.) und (2.) — nur, 


wenn alle Dimensionen des Körpers von gleicher Ordnung sind; eine Glei- 
von ähnlicher Form läfst sich aber auch für den Fall aufstellen. dafs 


CHllld 


liese Bedingung nicht erfüllt ist. In diesem Falle denke man sich den Körper 





ın Theile zerlegt, von denen ein jeder Dimensionen von gleicher Ordnung 
hat. Einen von diesen Theilen stelle man sich vor in seinen natürlichen 
Zustand und in eine Lage gebracht, die sogleich charakterisirt werden soll: 
r, v, z seien dann die Coordinaten eines Punktes des Theiles in Beziehung 


aul ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen Anfangspunk! in dem Theile 


selbsi liegen möge: z-+w, y+e, z+w seien die Coordinaten desselben 





nenn 
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Punktes in Beziehung auf dasselbe Coordinatensystem. wenn der Theil in 
seine veränderte Form und Lage zurückgebracht ist; jene noch unbestimmt 
gelassene Lage des Theiles bei seinem natürlichen Zustande soll so gewählt 
sein, dals für 2=0, y—=0, z=0 die Gleichungen (3.) bestehen. Es gilt 
dann für den betrachteten Theil die Gleichung (9.), wenn man bei der Bil- 
dung von 02 die elastischen Kräfte berücksichtigt, die auf seine Oberfläche 
von den benachbarten Theilen ausgeübt werden. Stellt man die Gleichung 
(9.) für alle Theile auf, in die der Körper zerlegt gedacht ist, und nimmt 
die Summe, so erhält man: 


(10) 0R—9x/ Fdxdydz — 0. 


wo 042 das Moment der äufseren Kräfte bedeutet, die theils auf das Innere 
theils auf die Oberlläche des Körpers wirken, da das Moment der auf die 
Grenzllächen der einzelnen Theile wirkenden elastischen Kräfte verschwindet. 

Die Gleichung (10), die die Gleichung (9.) als speciellen Fall enthält. 
lälst noch eine weitere nützliche Verallgemeinerung zu; sie läfst sich nämlich 
von der Voraussetzung unabhängig machen, dals x, y, z, u, v, w sich aul 
den natürlichen Zustand des entsprechenden Theiles des Körpers beziehen: 
beziehen sich x, y, 2, u, v, w aul einen Zustand, in dem beliebige, nur un- 
endlich kleine Dilatationen stattfinden, und sind «, ©’, w’' die Werthe,. welche 
u, v, w annehmen, wenn man den betrachteten Theil in seinen natürlichen 
Zustand und in eine beliebige Lage übergehen läfst, so sind die Gleichungen 
(1.). (2.), (3.) richtig, wenn man in ihnen für u, v, w setzt uv— uw, v1 —e, 
»— w'. Dieselbe Substitution mufs daher auch die Gleichungen (9.) und 
(10.) für diesen Fall gültig machen. 

Von der Gleichung (10.), die sich auf das Gleichgewicht des elasli- 
schen Körpers bezieht, kann man durch ein bekanntes Prineip der Mechanik 
leicht übergehen auf den Fall der Bewegung desselben; ist # die Zeit und T 
die halbe lebendige Kraft, so gilt für die Bewegung die Gleichung: 


(111) /a\T+92—0X/Fardyd) — 0. 


$. 2. 
Es sollen jetzt die Gleichungen (10.) und (11.) auf einen unendlich 
dünnen Stab von überall gleichem Querschnitte, auf dessen Mantelflläche keine 
äufseren Kräfte wirken, angewandt werden. 


lourmal für Mathematik Bd. LVI. Heft 4. 38 
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cesetzt werden, dafs der Stab in seinem natür- 


Zunächst möge vorausg 
lichen Zustande evlindrisch ist. Bei diesem Zustande denke man sich in dem 
Stabe ein rechtwinkliges Axensystem; die erste Axe soll die Linie sein, 
in der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, die beiden andern sollen 
parallel den Hauptaxen eines Querschnilis sein, die durch den Schwerpunkt 
desselben gehen. Auf der ersten Axe wähle man einen Punkt P und fasse 
drei Linienelemente ins Auge, welche von P aus in den Richtungen der drei 
Axen gezogen sind; ich nenne sie O„ 1, 2; dabei soll O dasjenige sein, 
weiches die Richtung der Länge des Cylinders hat. Diese drei Linienelemente 
werden, wenn der Stab eine Aenderung der Gestalt erlitten hat, im Allge- 
meinen nieht mehr senkrecht auf einander stehen, sondern Winkel bilden, die 
von rechten um Gröfsen abweichen, die von der Ordnung der Dilatationen 
sind. die stattgefunden haben. Es soll die Lage der Punkte des Stabes in 
der Nähe von P auf ein rechiwinkliges Coordinatensystem bezogen werden. 
dessen Anfanespunkt P ist, dessen „-Axe die Richtung des Linienelemen- 
tes O hat, und dessen z-Axe senkrecht auf dem Linienelemente 1 steht. 
In Bezug auf dieses Coordinatensystem seien die CGoordinaten eines Punktes 
des Stabes: 

vu, y-e, x--w, wenn der Stab seine veränderte Form und Lage 

hal, und 

y, &, wenn der Stab in seinem ursprünglichen Zustande und in der 

Lage sich befindet, bei der die Linienelemente O0, 1, 2 in die Axen der 
x, y, % Tallen. 

Setzt man noch fest, dafs x nur Werthe erhalten soll. die von der 
Ordnung der Querdimensionen des Stabes sind, so haben dann die Zeichen 
v,y, 2, u, vd, w dieselbe Bedeutung, die ihnen bei der Ableitung der Glei- 
chung (10.) untergelegt ist. Es seien weiter &, n, &© die Coordinaten des 
Punktes P nach der Formänderung des Stabes in Beziehung auf ein anderes. 
beliebig im Raume gewähltes, rechtwinkliges Coordinatensystem; ich be- 
zeichne durch 

0» Pos Yos 

> Pı> Yı 

Gr; P2; 72 
die Cosinus der Winkel, welche die Axen der x, y, % bilden mit den 
Axen der &, n, Z, so dafs der Index O auf die x©-Axe, der Index 1 


auf die v-Axe. der Index 2 auf die z-Axe sich bezieht. Es soll an- 
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genommen werden, dafs die beiden in Rede stehenden Coordinatensysteme die 
Eigenschaft haben, dafs durch Drehung des einen die #-Axe der £-Axe, 
die y-Axe der 7-Axe, die s-Axe der TC-Axe parallel gemacht wer- 
den kann. 


Wit Hülfe der eingeführten Zeichen lassen sich die Coordinaten in 
Beziehung auf die Axen der S, 7, & des Punktes ausdrücken. dessen Cooi 
dinaten in Beziehung auf die Axen der x, y, z sind: zu, yIo, ztw 


es haben die genannten Coordinaten die Werthe: 


P wer Uu) Ta (yTe)ralzw) 
‘ } > 7 B "u; “ | - | I Sn ] .) 
(12.) NTPeeFrUu)TPıeyYTVU)T Pe? W), 


ze Mr f iR, / J Mr PB. .\ I Mr “vv I .\ 
lc Yo | u) | yv.() | Ü) | / I\ 74 J« 


Bedeutet s die Entfernung des Punktes P von dem Anfange des Stabes in dem 
ursprünglichen Zustande desselben, so müssen diese drei Gröfsen Functio- 
nen von s--x sein. d.h. ihre partiellen Differentialquolienten nach = sind 
sleich ihren parliellen Differentialquotienten nach s. Erwägt man, dafs S, », 


und die Gröfsen «, 5, y nicht x enthalten, so folgt hieraus: 















































/ 
ou oOv oWw ds ' de, , \ de, i de, 
em | 1 - TADETWIE ii ZU) —- (TV) -(3 -+w 
or OX OXx ds ' ds ı dv ı 9 ds 
O4 er ou 
[0 Ya ran 0] r [6 : Pr 
os os Os 
) | ( H .’ oV | R ou dn dß, f a 1 \ | dp, f M | u ‘ PB; [ y 
314 — „Az tz = —TETMT ESTATE 
oA 03 04 ds ds ds ds 
I on cu > '0E OU 
1 I) ze _ 
z os ze os !! os 
ou \ oV | oWw  E >. ‚ dy, 
„(14 — ) - Yı | Y — — _ u (X - u)-- —-() en v)- ERBE. AR. (2% + 20 
I 0x7 OX OXx ds ds I ds ds 
ou ov | oWw 
Fun | A en AS 
} ) . l ch 4 en 
"os !!! 8s 5; Os 


Diese Gleichungen sollen einmal mit &,, Pu, %., dann mit &,, Pıs Yı» 


endlich mit &, Ps, 7, multiplieirt und jedesmal addirt werden. Setzt man: 


: = VE) + (2) + €- ed: 


(13.) woraus folgt: 





dz N ‚ 
rl ZZ ehtt) nit 
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und setzt man weiter: 


da, , o dA, dy, 








ee u. nn. 

! 7 IP TA? 
’ ü de, 19 dß, ER dy, 
/ : ds | = ds ıQ2 ds 9 


Pe 


de, , „ dß, La dy, 


——— amdeen > mn udn Y4 
"ds Fo ds AK 5 


so findel man auf die angegebene Weise bei Rücksicht auf die bekannten 
Relationen zwischen den Gröfsen «, P, y: 

















u & 
a Ahrtyhnmgetw)ts 
U WORRRERURENN 
en ML gatm-ptytv) 


Aus Betrachtungen, die im $. 1 angestellt sind, geht aber hervor, dafs w, v, « 








’ a ou ov 0Ow . . ou ov dw 
unendlich klein gegen —, —-, -— sind; vorausgesetzt, dafs —, —., — 
m OX Or" 08 Os os os 


nicht unendlich grofs sind gegen w, v, w, sind also jene Differentialquotienten 
nach s unendlich klein gegen die nach x; bei Vernächlässigung unendlich 
kleiner Gröfsen höherer Ordnung hat man daher: 


r 


cu 





= rTy— 43 —E 
or J / ’ 


oV RE 
R mu = 923 —rT, 
. = 07 IY 
Or MM. 


Durch Integration findet man hieraus: 


um W-(ry—gzs-+ez, 
. 0 
(14.) vu vu tPRe— za , 
5 u | 
vw = wr,E— pay, 


Wo %,. ©, W@, von x unabhängige Gröfsen bezeichnen. 


Bildet man mit Hülfe dieser Ausdrücke von , v, w die Werthe von 
Px> Yx> : + +, So ergiebt sich: 
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2 = PY m | F u ov, Be ow, 
x — y m 13 u > €, Y = — 2 m 7 D 
av ou 
(15.) Yy nn => Ss, = 5, ri pP) a 
” ow, ou, 
ne . = Tr = = 2723. 
0% . ) oy l 


Alle diese Werthe sind von x unabhängig; in Folge dessen nehmen die Glei- 
chungen (8.), die für die Gleichungen (1.) geselzt werden dürfen, die fol- 
sende Form an: 











0A, , 0, 
— 4 — =, 

OY 6 

a oY oY. 
(16.) — 4 —(, 
Oo | 0 | 

02, , 02: 
— + —=l(. 

oy ' 0% 


Versteht man unter y=0 die Gleichung der Contour des Querschnitts des 
Stabes, berücksichtigt, dafs g unabhängig von x ist, und dafs für die Mantel- 
fläche des Stabes (A), (Y), (Z)=0 sind, so geben die Gleichungen (2.) 
für g— 0: 


/ 











N) N) 

xU 1X = o, 
 0oY 0% 

7 09 ) r 09 ck 

(17.) 2, oy w Y. — 0, 
> 

warn 
5; u: 

Die Gleichungen (3.) endlich sagen aus, dafs für Y=0, 3 — (0: 


(18.) u ame 0, u 0, ww, — 0, bi 3 — () 


oy 
ist, 

Substituirt man in den Gleichungen (16.) und (17.) für X, X.,. 
ihre Ausdrücke durch &,, &,, ... und für diese Gröfsen die in (15.) an- 
gegebenen Werthe, so bestimmen die Gleichungen (16.), (17.), (18.) die 
Gröfsen %,, ©, %, eindeutig, und zwar als lineare homogene Functionen von 
p, q, Tr, &. Dals w,, ©,, ww, durch die genannten Gleichungen eindeutig be- 
stimmt sind, folgt daraus, dafs, wenn man 9 =(0, 9=0, r—0, —( setzt. 
die Gleichungen (16.), (17.), (18.) nicht anders erfüllt werden können, als 
wenn %W=0, u, —=0, ww—=0 ist. Die Richtigkeit dieser Behauptung er- 
giebt sich durch ganz ähnliche Betrachtungen, wie sie oben p. 291 angestell! 
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ind. Substituirt man die Werthe von %,, %, %,, die sich aus (16.). (17.), 
(i18.) ergeben, in die Gleichungen (14.). so findet man auch vw, v, w als 
lineare homogene Funclionen von p, 9; r, €; die Coefficienten derselben sind 
dp  dg dr de 
ds’ ds’ ds’ ds 


seven pP. d, Tr, € respeclive, so werden die Gleichunsen (14.) die über 
N !: - i 





nabhängig von s; wenn daher nicht unendlich grofs sind 


OH 7 er U . . . . 
. — semachte Voraussetzung erfüllen. Substituirt man die Werthe 
1 x Os ä 


von MM. ©, 20, in die Gleichungen (15.), so ergeben sich auch x,, «,. 
ls lineare homogene Funclionen von 2, 9, r, &, und setzt man diese in den 
\usdruck von # ein, so erhält man für #' eine homogene Function zweiten 
iirades derselben vier Gröfsen. Diese Function ist unabhängig von .r, da 


von x unabhängig sind. Setzt man 
/Fdydz == f, 

die Integralion über den Querschnitt des Stabes ausgedehnt gedacht ist. 
o ısl / eine homogene Funclion zweiten Grades von p, 9, r, &, deren Coeffi- 
cienten allein von den Constanten des Querschnitts und der Elastieität des 
Stabes abhängen. Durch Einführung dieser Gröfse f werden die Gleichungen 
(10.) und (11.): 

(19.) 92 —O/fds — 0 


(20) fat \öT- I2—Offds — (0). 
Die Bestimmung der Coefficienten der Function f erfordert nach den ange- 
stellten Betrachtungen im Allgemeinen die Lösung dreier simultanen partiellen 
Dillerentialgleichungen. Diese Bestimmung wird bedeutend erleichtert, wenn 
man annimmt, dals die Axe des cylindrischen Stabes einer Elasticitätsaxe 
parallel ist. In diesem Falle sind die Ausdrücke von Ä,, Ä\,, ... durch 


X, %,, ... die folgenden *): 
A, = Au2+ Auyy + Ar 2:4 Ausy: 
Y, = Aut,t Auy,t+ Anz. + Asy:; 
Z. = Ayt,4+ Ayıy,+ Anz: + Asy:; 
Y,= Ayur,+ Ayıy, + A222, + Asy-; 
Z, = Auz.t+ Ast, ; 


w 
\ 


y Ayu2x + As; T,; 





“) Berl. Ber. „über die Fortschritte der Physik in den Jahren 1850 und 1851”, p. 245. 
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Wo 

4, a Au; 4, Lana Au; 
Die erste der Gleichungen (16.) wird hiernach bei Rücksicht auf die Gleı- 
chungen (15.): 


)2 
U, ' 





n2 nd» 
ou 
A TA u — { ), 


o’u c 
(21.) Au u 2A, | 5 2.2 


0y 02 OY 


und die erste der Gleichungen (17.): 


, ou ou Ol 
39 ER Decken RR TE wen 
(7=.) (Au( py) 4,(Z Il pz)) or 


U< 


f ou, rou, | )) 0y 
-iAuA—— pyr)1+ 4,12 ne) ) 
(4, e py) As + Pp2))- 





OY 
Aus diesen beiden Gleichungen und der ersten der Gleichungen (19.) 
zu bestimmen. Die übrigen der Gleichungen (16.). (17.). (18.) dienen zw 
Bestimmung von ®, und 0,; man genügt ihnen, wie zuerst de Swnt-NVenanı 
bei seinen Untersuchungen über die Torsion von Prismen bemerkt hat. in 
dem man 


(23.) Y’,=0, Z, = 0, Y.=0 


setzt. Löst man nämlich diese Gleichungen nach y,, 2., v. auf, so erhäli 


A, = 
man für diese 3 Gröflsen, wenn man für x, seinen Werth aus (15.) setzt. 
lineare Ausdrücke von y und z, also Ausdrücke. welche die Gleichuns er- 
füllen: 

Mi “ 


nn 2. Bi; 
Oy, ı © 2z uf 





02” !' 0 0y 02 
welche die Bedingung dafür ist, dafs die beiden Gröfsen ®,. =, den drei 
Gleichungen 








oy ’ 0’ or ' 0 
gemäfs bestimmt werden können; die Integration dieser drei Gleichungen führ! 
drei willkürliche Constanten ein, durch deren passende Wahl den drei letzten 
der Gleichungen (18.) genügt werden kann. 

Es soll jetzt noch der Werth von 7 in der Gleichung (20.) ent- 
wickelt werden. Zu diesem Zwecke hat man die Ausdrücke (12.) nach £ zu 
differentiiren und die Summe der Quadrate der Differentialquotienten zu bilden. 
Es ist 

u WP+Aay+-mr-a;E, 
WO &, 4, A, Aa, von £ unabhängig sind, und wo, wenn die Dimensionen 
des Querschnitts des Stabes als unendlich kleine Gröfsen erster Ordnung be- 
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zeichnet werden, «, von der ersten Ordnung ist, @,, @,, @ von der zweiten 
Ordnune sind. Aehnliche Ausdrücke gelten für » und w. Dafs die Ordnun- 
ven der Coefficienten « richtig angegeben sind, sieht man am leichtesten aus 
den Gleichungen (14.). Aus dem Ausdrucke von « folgt 


du r dp | _ dy | R dr . de 
MT 


a . „de dw 
ähnliche Gleichungen werden für ei und e selten. Aus dem Werihe von 
« ( 


i Zu u A: . 
der in (15.) angegeben ist, kann man schliefsen, dafs x nicht unendlich 


dE dn «d er BR 
—, —, —, vorausgesetzt. dafs die Difle- 
m’ mi « 


rentialquolienten dieser Gröfsen nach s nicht unendlich grofs gegen sie selbst 


. orols ist gegen die drei Gröfsen 


sind: aus den Werthen von p, g, r folgt bei einer ähnlichen Vorausselzung 
dp dq dr 


dafs keine von den Grölsen —, —, —- unendlich grofs ist gegen die neun 
dt’ dt’ dt 
(Gröfsen 

de, dd dy de, dB, dy, de, dp, dy, 


dt’ dt’ dt’ dt’ dt’ dd’ dt’ da’ A 





Daraus ergiebt sich, dals man bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grölsen 
höherer Ordnung die Differentialquotienten der Ausdrücke (12.) zunächst 


schreiben kann: 





dE | de, | de, , de, 
— L2e—ı Iy—ıs, 
dt ‘Mi dt 
dn , „dd, ı..dß, dB, 
er u er .. 
dt di dt dt 
Zu - u u dt 
| Fr ’ r ’ R a de, dö 
\us den Gleichungen (13.) folgt nun weiter, dafs keine von den Grölsen re 


d; d&E dn di, 
di a’au’a’ 
können in den eben angegebenen Ausdrücken die mit x behafteten Glieder 


unendlich grofs ist gegen die drei Gröfsen aus diesem Grunde 


vernachlässigt werden; die Glieder, welche y und 2 enthalten, dürfen dagegen 
im Allgemeinen nicht fortgelassen werden, weil ihre Coefficienten unendlich 
dE din «d 


- 


srofs gegen sein können. 


a De Be; 
Bildet man mit Rücksicht hierauf die Summe der Quadrate der an- 
gegebenen Ausdrücke, multiplieirt dieselbe mit dydzs und integrirt sie über 


den Querschnilt des Stabes, so erhält man, da nach den im Anfange dieses 
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Paragraphen gemachten Festsetzungen 


/r dy dz — 0, f: dydz —0, fr: dydz = 0 





ist: 
(Ey HCH)) füras 
(HEY arde 
II +) Sr ar ae. 


Man selze nun 








de # , dy, 
0 + ß, ntrng > P, 
de, Ü dy, 
a TPraıra = ® 
‚ da, wu dv, _ 
Bar’ TE ca u Ar R; 


dann ist: 


CHEICAERCA ee Zu 
(Te ) - (Se) - (Zi ) — P’-0. 


Substituirt man diese Werthe in den letzten Ausdruck und berücksichtigt, dafs 


dE dn d 


von den Gröfsen P, O0, R nur die erste unendlich srofls gegen Fr 
( ( ( 


sein kann, so wird derselbe, wenn man der Kürze wegen 


Jdy d2 = i, So + )dy ds u 


(2) £ 9) + (7) )- up”. 


Multiplieirt man diesen Ausdruck mit 4ods, indem man unter g die Dichtig- 
keit des Stabes versteht, und integrirt ihn über die Länge des Stabes, so 
erhält man den Werth von T', der in die Gleichung (20.) zu setzen ist. 
Wirken auf den Stab keine äufseren Kräfte, so wird diese Gleichung: 


(24) 0 — Sf faras|ye[ ee) - cipae3s «Pf! 


Die Gleichungen (19.), (20.) und (24.) sind unter der Vorausselzung 
abgeleitet, dafs der Stab in seinem natürlichen Zustande cylindrisch ist; mit 
einer gewissen Modification gelten sie aber auch, wenn der Stab in seinem 
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setzt: 
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natürlichen Zustande nicht eylindrisch und beliebig gekrümmt ist, falls nur der 
Querschnitt überall derselbe ist. Unter dieser Bedingung wird der Stab durch 
passende, auf sein Inneres wirkende Kräfte eylindrisch gemacht werden kön- 
nen: dabei werden seine Theile unendlich kleine Dilatationen erleiden; bezicht 
man die Gröfsen x, y, z und , v, w auf den Zustand, in dem der Stab 
sich dann belindel, statt auf seinen natürlichen Zustand, und bezeichnet durch 
«, vo, ww die Werthe. die #, ®, ww annehmen, wenn man den Stab in seinen 
natürlichen Zustand und in eine beliebige Lage übergehen läfst. so werden 
die Gleichungen (10.) und (11.) richtig, wenn man in # statt «, v, w setzt: 
u—u, v—v, w—w. Daher werden die Gleichungen (19.), (20.) und 
(24.) auch jetzt gelten, wenn man in f für p, q, r, e geselzt hat: p—p', 
y—y,r—r,.—E, wo p, g, r, € die Werihe bedeuten, die p, u 
annehmen, wenn man den Stab in seinen natürlichen Zustand und in eine 
beliebige Lage übergehen läfsı. Es sind nämlich in diesem Falle u — w, 
e—v, w—w' dieselben linearen Funetionen von p—p', y—y', r—r', 2—t, 
wie in dem früheren w, ®, w von p, 9, r, & Um die Wahrheit dieser Be- 
hauptung einzusehen, mufls man nur erwägen, dafs die Gleichungen (14.) auch 
hier gelten, dafs auf demselben Wege, wie diese, sich die Gleichungen ab- 
leiten lassen, die aus (14.) entstehen, wenn man den Zeichen x, v, w, u,. 
© Wu» P; 9 7, & einen Strich beifügt (in denen dann «,, v),. we), die Werthe 
von u, vo, w für 20 bedeuten), und dafs die Gleichungen (16.), (17.). 
(15.) richtig sind, wenn man in ihnen %, ®, w ersetzt hat durch x — w, 


N N 
— dv, w—Ww. 


&. 3. 

Es soll jetzt die Gleichung (19.) weiter entwickelt werden unter der 
Voraussetzung, dafs auf den Stab keine anderen äufseren Kräfte wirken als 
solche, die in den Enden desselben ihre Angriffspunkte haben. 

In dem Ausdrucke von f kommen nur vier gesuchte Functionen von s 
vor, nämlich p, g, r, &; diese sind aber definirt durch die Differentialquotienten 
von 8,7, %, us Pos Yos %&ıy Pıs Yıs %rs Pay Y, Zwischen denen gewisse Be- 
dingungsgleichungen bestehen. Die 16 genannten unbekannten Funclionen von s 
will ich für den Augenblick durch y,, Y:, ... bezeichnen und die Bedingungs- 


oleichungen, die zwischen ihnen bestehen, durch 9, =0, ==0, .... Setzt man 


ij | . n 
l ah -kHpthpt“, 


wo A,, 4... . neue unbekannte Functionen von s bedeuten, so ist die Glei- 
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chung (19.) gleichbedeutend mit der folgenden: 
35) 0=882-3 / U ds, 


in welcher dy,, Oy2, ... Odys On, ... als unabhängig von einander zu be- 
trachten sind. Da nach der gemachten Annahme d.(2 nur von Variationen, 
die sich auf die Enden des Stabes beziehen, abhängen soll. so mufs hiernach 
für jedes y 








» oU d U 
(26.) > = 
. oy ds _dy 
. do ’ 
ds 
sein. 
Ich stelle nun die Bedingungsgleichungen y, = 0, %—0,... zu- 


sammen und füge die Bezeichnungen der Factoren 4,. 4. ..., die ich ein- 
führen will, hinzu. 








Bedingungsgleichungen. Factoren. 
de er 
z — a,(1+8) = 0, A, 
dn 
ven AGRBNERN , e — 
ds Pol | €) 0, B, 
dc a. v 
zen +. = 8 Ü. 
de, | | dß, | dy, 
4 FIAT HErRIe 0. MN,. 
j de, ı m dß, dy, } 
cr ec LK Ar Tee Manse 0, HM, 
de, ‚dp, dy, 
Ir ra ir I 
+ Po + y—1 ans 0, dns 
- Pi-+ a—1 nn 0, hııs 
+ Rr pr -1=0, Han; 
010 + Pıß: + Yı7? —=U, kırz 
0; PrPo- Y270 .. 0, Anus 
0,0 -+ Pußı + Yoyı —=(, Le 


Setzt man in der Gleichung (26.) für y der Reihe nach: »p, , r,, 5, n,£ 
&us Pos Yos As Pı» Yıs &rs Pas %, So erhält man hiernach: 


39 * 
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BE BE A 
öp = M, B Ein — M, b) dr TEE M,, 
= = Ac, + BP, - C 09 
(er; 
dA dB dC 
ds 0, ds 0, u; 0, 





d(a, M,) de, u ü | 
ds 2. M: ds 7 kun & + kur %ı + ku Ola — A (1 "T €), 



































KEN) _ matt BA 42), 
Fr ds 
Au) — M, m + not Ann Yı {1 ap —Ui1-+e), 
nn ) — M, = - nut At, - h202. 
d( ß. Mi) u MR > -| Außot AnPıtAnPps, 
nenn — M, en + Ayo t Aufıt Anf2s 
u) u HE Zi + 2,0 {- 2,0, - 1202, 
A &.M) —M m Lu ßot aß t daß: 
m) — MT tuytiarıhien: 
wo ha hm; hp — hu, hy = hu. 


Aus den drei letzten Gruppen dieser Gleichungen zu je dreien findet man durch Mul- 
tiplication mit &,, u, 70, mit &,, Pi, Yı, mit &%, Ar, 7, und Addition die folgenden: 
Pr M, / —— ln M, r— (1 -- €) (Ac, 2. BP, Cy,) ) 

M,p = Au — (1-+.)(Ao, + BP, + Cyı). 








dM, j | | 
m Mp— (149 (4m. + BP. +Cy.),; 
dM, __. 

ds 10 — My; 


— M;r —= 4, + Mı,p, 
Dig == An, 
Mr = Is 
dM, 





= Äaı — M, Tr, 


ds 


— M,p Zn ha 1 My: 
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Da nun A, = Ay, An = Ayyy Au — Ay Ist, so ergiebt sich hieraus. wenn man 
benutzt, dafs &e unendlich klein ist: 
= — M;y—Mır, 
(27.) = — M,r — M,;p — (Au - BP, - Cy;), 
ui — M,p — My + Ad, + BP, + Cy..: 


Die Gröfsen M,, M,, M;, A, B, €, die in diesen Gleichungen vorkommen. 
haben eine einfache Bedeutung, die ich ableiten will. 

Es soll der Anfang des Stabes als befestigt angenommen und die Glei- 
chung (25.) auf den Theil des Stabes von seinem Anfange bis zu einem. 
durch einen gewissen Werth von s bestimmten, Querschnitt angewendet wer- 
den; es ist das erlaubt, wenn man unter d2 das Moment der elastischen 
Kräfte versteht, welche auf diesen Querschnitt von den Theilen des Stabes. 


denen gröfsere Werthe von s entsprechen, ausgeübt werden. Die Gleichung 
(25.) wird dann: 


oU 
PERF 7 ; DIRDR, Su © 
0= 02—2 E öy, 
ds 
oder entwickelt: 02 —= Ad:-+-Bdn-+ CT 


+ MN, (ed, + Bd, + Y10Y:) 
+MN, (da, + du +72 0%0) 
+ MN; (o,da, + PP, + yudyı). 
Hieraus folgt, dafs A, B, EC die Summen der Componenten nach den &-, »-, 
S-Axen der elastischen Kräfte sind, die auf den durch den angenommenen 
Werth von s bestimmten Querschnitt von denjenigen Theilen des Stabes. 
denen gröfsere Werthe von s entsprechen, ausgeübt werden, und dals M,. 
M,, M, die Drehungsmomente derselben Kräfte in Bezug auf die x-, y-, 
2-Axen sind. Der Sinn, in welchem diese Drehungsmomente als positiv ge- 
rechnet sind, läfst sich folgendermafsen angeben: 

Setzt man die Reihenfolge der Axen fest, dafs auf die «-Axe die 
y-Axe, auf diese die z-Axe und auf diese wieder die @-Axe folgt, so ist 
das Drehungsmoment in Bezug auf eine der Axen positiv, wenn es — diese 
Axe als die erste gerechnet — die Punkte der dritten Axe nach der Richtung 
der zweiten zu bewegen sucht. 
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Es möge bemerkt werden, dafs aus dieser Bedeutung von A, B, G, 
7,. M,. M, die Gleichungen, welche aussprechen, dafs A, B, EC vons un- 
abhängig sind, und die Gleichungen (27.) sich leicht herleiten lassen, indem 
man die sechs Gleichgewichtsbedingungen eines starren Körpers anwendet auf 
ein durch zwei beliebige Querschnitte begrenztes Stück des Stabes. Setzt 
man nämlich : 
M:. = N,«+ Mo, +M;o,, 
M, = M,P%+ Mıßı-+ M;P:. 
M- = M,y+ Mıyı+M 


| 2° 





so geben diese Bedingungen: 





A == const. , B = consti.,. Ü = const.. 
M:-+(Bö—Cn) = const., 
M,+(C5— AS) = const., 

M-- 


- 


(An—B5) = const. 
Diflerentiirt man die drei letzten Gleichungen, multiplicirt sie darauf einmal mit 
u» Pos Zu, dann mit &,, /ı, /ı, endiich mit &, Ps, 7, und addirt sie jedes- 
mal. so erhält man die Gleichungen (27.). 

In diesen Gleichungen hat man nun zu setzen: 


D 4 | 4 ’ ! 
| 5 — Au(pP—P)+aılg — Y)Fan(lr Fr) Tag(e —E), 





MM, = e., — au(lP—P)+ au — g)+ An (r —r)+ ale — €), 


og 
= L —= a4,(p—p)+auly — Y)+ae(r —r)+a,(e— €); 


dabei hat man, wenn man der Kürze wegen 


Au + BA+Cy = 8 





setzt: 


x of ’ I ' 
I — Ei — au(p—p)taı g— )+a(r—r)ta3(e—E). 


Die Gröfsen « sind hier von den Constanten des Querschnitts und der Elasti- 
cität des Stabes abhängig, und zwischen ihnen bestehen die Relationen 
Ay lys An—Ays »:.. Die Gröfsen a sind nicht alle von derselben 
Ordnung. Da s—e' eine Zahl ist, und p—p', g—g', r—r' reciproke Län- 
sen sind, so müssen die Gröfsen a, welche einmal den Index 3 haben, eine 
Dimension weniger enthalten als diejenigen Gröfsen «a, bei welchen der Index 








Kirchhoff, Gleichgewicht und Bewegung eines elastischen Stahes. 307 


3 nicht vorkommt, und eine Dimension mehr als a,,; die Längen, welche in 
den Ausdrücken der Gröfsen « vorkommen, sind aber von der Ordnung deı 
Dimensionen des Querschnittis des Stabes, also unendlich klein; es müssen 


daber 4, 4;, 4, unendlich klein gegen a,, und unendlich grofs gegen die 


> 


" behaftelen 


anderen Gröfsen @ sein; aus diesem Grunde dürfen die mil &—: 
Glieder in den eben angegebenen Gleichungen nicht vernachlässigt werden. 
wenn auch »—p', 9—g', r—r' endlich sind. Aus der letzten dieser Glei- 
chungen folgt: 

' a,p+a,g+ta,r—®S. 


een au ge 


a 





33 
diesen Werth denke man sich in die Ausdrücke von M,, M,. M, substituirt: 
die Terme derselben, die S enthalten, werden dann wegen der eben ange- 
führten Verhältnisse zwischen den Gröfsen @ unendlich klein gegen M,., .M,. 
M;, falls $ nicht unendlich grofs gegen M,, M,, M, ist. Wird dieser Fall 


ausgeschlossen, so hat man daher: 


! 


yM — du(p — p)- du —g)- du (r —r), 
(28.) M, = bulp—p) bug —y)+b.(r —r). 
u — bu lp— pP) +balg —g)+bu(r—r), 
wo die Gröfsen 5 sich in einfacher Weise ausdrücken lassen durch die Gröfsen 
a, un we ee A, , eh. 

Die Bedingung, unter der diese Gleichungen gelten. die Bedingung 
nämlich, dafs S nicht unendlich grofs ist gegen M,, M,, M,, wird erfüllt. 
wenn bei der betrachteten Gleichgewichtsfigur des Stabes die Axe desselben 
endlich gekrümmt ist, einerlei, ob im natürlichen Zustande diese Axe gerade 
oder krumm ist. Aus den Gleichungen (27.) folgt nämlich, dafs die Aus- 
drücke Aa, + BP, -+Cy, und Au -- BP,-+Cy;, von derselben Ordnung sind 
als M,. M,,. M,; dieselben Ausdrücke müssen also unendlich klein geven 


S sein, wenn S unendlich grofs gegen M,, M,, M, sein soll; ist jenes der 
Fall, so müssen aber die Verhältnisse 4: B:C unendlich wenig abweichen 
von den Verhältnissen «,:/,:70.; d.h. die Richtung der Tangente der Axe 
des Stabes mufs überall unendlich wenig abweichen von der Richtung der 
Resultante der constanten Kräfte A, B, Ü. 


Es soll nun angenommen werden, dafs der Stab in seinem natürlichen 
Zustande cylindrisch ist, d. h. dafs pP =0, Y=0, r'—=0 ist. Substituirt 
man die Werthe, die dann M,, M,,. M; in Folge der Gleichungen (28.) er- 
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halten. in die Gleichungen (27.), so gelangt man zu Differentialgleichungen, 
welche identisch mit denjenigen sind, auf welche die Untersuchung der Ro- 
talion eines schweren Körpers um einen festen Punkt führt, wenn man den 
hier gebrauchten Zeichen die folgende Bedeutung in Beziehung auf den roli- 
renden Körper giebt: 

Die Axen der 5, n, { sind die Axen eines im Raume festen Coor- 
dinalensystems; die Axen der &, y, & sind die Axen eines im Körper festen 
Coordinatensystems zur Zeit s; der Anfangspunkt des letzteren ist der 
Drehungspunkt, seine e-Axe geht durch den Schwerpunkt; A, B, EC sind 
die negativen Componenten des Gewichtes des Körpers nach den 5-, n-, £- 
Axen, multiplieirt mit der z-Coordinate des Schwerpunktes; endlich ist, wenn 
m die Masse eines Raumelementes des Körpers bedeutet, das die Coordinaten 


r, y, & It: 


ne y 7 ”). I: = — =myz, 
=Imz’+2), SGb)=—Zmze, 
ba z— a € - Y‘) ’ bi = — m Ly. 


Die Bestimmung der Gestalten des elastischen Stabes erfordert, wenn das 
entsprechende Problem der Rotation gelöst ist, noch die Ausführung dreier 
(Juadraturen; man erhält nämlich die laufenden Coordinaten eines Punktes 
der Axe des Stabes aus den Gleichungen: 


r 8 . 
—/ a,ds, 7 — /Puds, — y.ds. 
S. 4, 


Ich will schliefslich die entwickelte Theorie auf einen einfachen Fall 
anwenden, in dem der Stab in seinem natürlichen Zustande nicht gerade ist; 
der Stab sei ein Draht von kreisförmigem Querschnitt und nach allen Rich- 
tungen gleicher Elastieität, dessen Axe im natürlichen Zustande eine Schrauben- 
linie bildet. 


Bei einem Körper, dessen Elastieität in allen Richtungen dieselbe ist, 


bestehen die Gleichungen *): 


*) In diesen Gleichungen haben die Gröfsen A und # dieselbe Bedeulung, wie in 
meiner Abhandlung „über das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe” 
dieses Journal, Band 40. Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dafs die Theorie des 
(Gleichgewichts und der Bewegung einer unendlich dünnen elastischen Scheibe sich siren- 
ser, als es dort geschehen ist, entwickeln läfst auf einem W ege, der ähnlich demjenigen 
ist, den ich in dieser Abhandlung für einen Stab eingeschlagen habe, und dafs auf diesem 
Wege auch der Fall behandelt werden kann, in dem die Scheibe in verschiedenen Rich- 
tungen verschiedene Elasticität hal. 
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X, = 2K{(140)2,40y,+82.}, 

Y, = 2K {0r,-+(1+0)y,-+62.}, 

Z, = 2K{0.x,-+ 0y,4(1-+0)2,}, 

2, My, Z,.—=Kz,, X, = Ku,. 
Daraus folgt für den Fall, dafs x, y, x, u, vo, w sich auf den natürlichen 
Zustand des Körpers beziehen: 
29) F= KiatytstyHitlittetyn te) 

Die Gleichungen (23.) geben: 











RER TE" 
y=ı,= 1426 3 ‘277 . 
Die Gleichungen (21.) und (22.) werden: 
eu, 
a = 
und für 9g—=0: 
ou, 09 ou og | 
—— is mi ih  )— ne A 


Da der Querschnitt des Drahtes ein Kreis sein soll, so ist y=y’—- 2°— const. 
Aus diesen beiden Gleichungen in Verbindung mit der ersten der Gleichun- 
sen (18.) folgt daher 4,=0. Die Gleichungen (15.) geben demnach: 

2, —=ry—gz-+:, 2, —=—py; LT, = p2. 


Es wird also: 
K' K 1 | 30 5 er. I 1 


Bildet man nun 
f — /Fdyds, 


benutzt dabei. dafs 


Ir dydz —0, f dydz —= (0, /r: dydz — 


und setzt, gemäfs der schon früher gebrauchten Bezeichnung, 


Sıya=ı /Syrye=fiyk—t. 


so findet man: 


ji 21 14300 21 1 1430 
Krems tr + rag ®) 


Von den Gröfsen @u, Ay, - . - sind daher alle mit ungleichen Indices ver- 
sehenen gleich Null, und es ist: 


1430 _ 91430 x 
= 2 h. 
Journal für Mathematik Bd. LVI. Heft 4. 40 


A — Ku, 4, — 4, 
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Von den durch die Gleichungen (28.) eingeführten Gröfsen du, dus - - . Sind 

gleichfalls diejenigen, welche ungleiche Indices haben, gleich Null, und es ist: 
1430 .- 

bu = Ku, b,ı = b». == 12 Ru 


Der Kürze wegen soll gesetzt werden: 


Bo as L, b,ı ng b»» un N. 


Ich bezeichne durch 5, 7, 5, &, Aus us &; Pis Fı5 5 Pr, 7% die Werthe, 


die S, 7, &, %os Pos Zus %ıs Pıs Yız %, Pa, 7 annehmen, wenn der Draht 


l 


in seine natürliche Gestalt und in eine gewisse Lage gebracht wird; diese 
Lage läfst sich so wählen, dafs 


En .r, 
ETF 
3 m zo F,Snns, 

tl 
a »” 
= — —sinW.cosn's 
E n 


ist. wo 9 und »’ Constanten sind; dabei bedeutet 9’ den Winkel, den eine 
sin $’ 


n' 





Tangente der Schraubenlinie mit der Axe derselben bildet, und ist der 


Radius der Cylinderfläche, auf. der die Schraubenlinie lieg. Aus diesen 
Werthen von S, „7, £ ergeben sich die folgenden Werthe von «&\, fi, zu: 





' a 
u, = 008%, 

Pi) = sinY#.cosn's, 
y. = sin®.sinn’s. 


Wäre der Querschnitt des Drahltes kein Kreis, so würden durch die natürliche 
Gestalt desselben auch die Werthe von a, Pi» Yıs %s Pa, %, bis auf einige 
Vorzeichen bestimmt sein; da. aber der Querschnitt als kreisförmig voraus- 





gesetzt ist, so bleibt eine dieser Gröfsen willkürlich und kann gleich einer 
willkürlichen Function von s angenommen werden; ich setze: 

oe, == sin®".cos!'s, 
indem ich unter 2 eine willkürliche Constante verstehe*). Es ergiebt sich 


dann aus den Relationen zwischen den Gröfsen «', f', y', wenn man über 
das unbestimmt bleibende Vorzeichen von &, nach Willkür verfügt, 


*) Es läflst sich die Rechnung etwas abkürzen, indem man = setzt: doch ziehe 
ich es vor diese Constiante unbestimmt zu lassen. 
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A = — cosW".cosn's.cost!’s — sinn’s.sin!'s, 
yı = — cos .sinn’s.cos!’s-—- cosn’s.sin ls, 
% —=  sin® .sin!’s, 

5 = — cos .cosn’s.sin!’s--sinn’s.cos!'s, 
2 = — .c0s0.sinn's.sind’s — cosn's.cos!'s. 


Hieraus findet man weiler: 


' 


pvp —=Il—ncos#, 
y = —n'sin9.cost's, 
r = —nsind'.sin!'s. 


Nun setze man £&, 7 


1» 55 %» Pos Yos Mus Pia Yıs Os Pas Y2 gleich den Aus- 


drücken, die aus den Ausdrücken von $, n, £, ... entstehen, wenn man in 
diesen die Constanten 9, n’, 2’ ersetzt durch neue Constanten 9, n, 2. Allen 
Differentialgleichungen des Problems mit Ausnahme der Gleichungen (27.) 
wird dann genügt, welches auch die Werthe von 9, n, { sein mögen; da- 
durch. dafs man passende Beziehungen zwischen den Constanten 3, n, L, 9, 
n, TU, A, B, Ü festsetzt. kann man auch diese erfüllen. Die Gleichungen (27.) 
werden nämlich, wenn man die Gleichungen (28.) und die oben entwickelten 
Werthe der Gröfsen b anwendet: 

L dp—r') 


ds 


na —4 —=L (p — pr — N(r — r')p an (Aa; + BP: + Cy;) ’ 


ds 


— N/(rg’ — qr'). 








nen) _ Ng—g)p— Lip—p)g+ Aa, + BB + Cy.. 


ds 
Denselben wird genügt, wenn man setzt: 


, 
n 


sin’ 





A —= | L(ncos$ —n’ cos 9) sin $— N (nsin %— n’sin 9) cos I s 


B—-0, C=0. 





Die beiden letzten dieser Gleichungen sprechen eine von den Bedingungen 
aus, unter denen die für &, n, £, ... angenommenen Ausdrücke gelten; sie 
sagen aus, dafs die auf das Ende des Drahtes wirkende Kraft die Richtung 


der Axe der Schraubenlinie haben mufs. Zu dieser Bedingung tritt noch 
40 * 
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eine andere hinzu. die sich auf die Drehungsmomente bezieht, die auf das 
Ende des Drahtes ausgeübt werden. Die Gleichungen (28.) geben: 
M, = — L(ncos$—n'cosW'), 
M, 
M,;, — — N (nsin$ —n’ sin 9) sin ’s. 


| 


— N (nsin % —n' sin 9") cos !’s, 


In diesen Gleichungen möge unter s der auf das Ende des Drahtes bezüg- 
liche Werth verstanden werden; bildet man: 


M: = M,a,+ M,o,+ M;o;, 
M, Sr M,P, 4 M, Pi — M, Pr R 


M: = M,y,+ My + My, 


so sind dann M., M,; M. die Drehungsmomente, die von Aufsen her auf 
das Ende des Drahtes wirken, in Bezug auf drei Axen, die durch das Ende 


1 


den Axen der $&, n, { parallel gelegt sind. Man findet: 


M:. = — {|L(ncos9—n’ cos 9 )cos9#-- N(nsin$ —n’sin9’ )sin9}, 
M, —= — |L(ncos$ — n’cos#' )sin 9 — N(nsin9$ — n’sin 9 )cos $}cosns, 
M- = — !L(ncos9$— n’cosd )sin$ — N(nsin $—n’ sin )cos:9} sin ns. 


Die beiden letzten dieser Gleichungen lassen sich schreiben: 
MAL, M:—= — An, 


wo n und { sich auf das Ende des Drahtes beziehn. Es folgt daraus, dals 
M, und M; gerade den Drehungsmomenten gleich sind, die die Kraft 4 
hervorbringen würde, wenn sie ihren Angriffspunkt in einem mit dem Ende 
des Drahtes fest verbundenen Punkte der Axe der Schraubenlinie hätte. 


Hiernach gelten die für $, n, &, ... angenommenen Ausdrücke, wenn 
die Formänderung des Drahtes hervorgebracht ist durch eine Kraft A, die 
auf einen mit dem Ende des Drahtes fest verbundenen Punkt der Axe der 
Schraubenlinie in der Richtung dieser Axe wirkt, und durch ein Drehungs- 
moment M, um dieselbe Axe. Sind A und M; gegeben, so bestimmen die 
Gleichungen für A und M. die beiden unbekannten Constanten » und #, die 
in den Ausdrücken von $, n, © vorkommen. Sind diese gefunden, so hat 
man für die Verlängerung der Schraubenlinie den Ausdruck 


: s(cos#F— 0089) 
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und für die Drehung ihres Endes um ihre Axe den Ausdruck 
sn—n'), 
wo s wieder sich auf das Ende bezieht. 

Um auf den Fall zu kommen, der in der Einleitung als der Gegen- 
stand dieses Paragraphen bezeichnet wurde, hat man M;.—=0 zu seizen. 
Diesen Fall hat schon J. Thomson ’*) behandelt; aber die Betrachtungen, 
die er über denselben anstellt, sind nicht strenge, und das Resultat, zu dem 
er gelangt, ist nicht genau. 


*) Mech. Mag. L, p. 160 und 207. 


Heidelberg, 1858. 
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Ueber rationale Verbindungen der elliptischen 
Transcendenten. 


(Von Herrn ©. O. Meyer zu Königsberg in Pr.) 





Br ralionale Function von 





sing, c0osy, Ay yl—Ksin’p 
wird sich aus einer eanzen Function dieser Gröfsen und aus einer Summe 
von Gliedern zusammensetzen lassen, deren jedes die Form 
A4-+BDcossg+UCAg+DeosgAgY 
(a+bsingp)” 
hat. worin » eine positive ganze Zahl ist, und die Gröfsen 4, B, C, D, a, b 








von der Variabeln g unabhängig sind. 
Der genannte Ausdruck ist daher die allgemeine Form, auf welche 
iede gebrochene Function der angegebenen Gröfsen zurückkommt. Ein be- 
sonderer Fall, in welchem übrigens nichts enthalten ist, was nicht bei ge- 
höriger Bestimmung von « und d auch in obigem Ausdruck mit einbegriffen 
wäre. ist die Form: 
sinp"?.cosp*.Agy*, 
worin p, r, s ganze Zahlen bedeuten. 
Die elliptischen Functionen sing, cosp, Ag hängen bekanntlich von 
2Kr 


zT 


—qamu; und Jacobıs Fun- 





den Variabeln y und x ab. so dals = am 
damenta enthalten Reihen, die sowohl diese Functionen als deren ganze 
Potenzen und Producte auf die verschiedenste Weise nach g und x darstellen. 
Wird das Product 

sinp"P.cosy*".Agy* 


mit Zar) multiplicirt, worin (Vergl. Fund. $. 47) 


ee; ’2K 2E' SE Sn 2Kxr 
Al) = I--— )e-—/ k’ sin’ am ——d.ır 
| ” ” 0 








zT 7T 


ist. so ergiebt sich der Ausdruck. dessen Entwicklung nach den Sinus und 
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Cosinus der Vielfachen von & ich im 37°" Bande dieses Journals gegeben 
habe. Es hängt dieselbe von der Differentialion und Integration bekannter 
Reihen für sing, cosy, Ay, Z(x) nach x und von der einmaligen Differen- 
tialion derselben Reihen nach y ab, welche Operationen sich ohne Schwierigkeil 
ausführen lassen, sobald die Form der Reihen gewählt wird, in der die Sinus 
und Cosinus der Vielfachen von x vorkommen. 

Im Folgenden soll sowohl 


A+Becosg+CAg+Deoospgäg 


(a+bsing)" 
als auch das Product dieses Ausdrucks mit Z(x) auf dieselbe Weise ent- 





wickelt werden, wobei sich ein dem Vorigen ähnliches Resultat herausstellen 
wird. In dem ersten Abschnitt werden die Grundformen aufgesucht werden. 
auf welche die übrigen sich zurückführen lassen. Der zweite Abschnitt ent- 
hält die Reihenentwicklungen dieser Grundformen. 


Erster Abschnitt. 


In der allgemeinen Form 
A+Becospg+CAgy+DecospgÄAg 
(a+bsing)" 
kann, insofern der früher besprochene Fall *) nicht eintritt, der Coelfieien! « 





auf 1 gebracht werden, so dafs ich sogleich zu dem Ausdrucke 
A+Bcosg+CAg+DeosgAg 
(1-+-bsing)” 
übergehe. worin A, B, C, D,b Functionen von g sind, und y=um(u)—um 





» 


Be A 





7T 
als Function von x und g zu betrachten ist; n dagegen eine ganze positive 
Zahl bedeutet. Bezeichnet man einen solchen Ausdruck, ganz abgesehen von 
der Gröfse der Coefficienten A, DB, C, D, 5b, nur in Rücksicht darauf, dafs er 
den Exponenten x enthält, mit U,, und also mit ÜU,_,. Ü,_,... U,, sobald 
der Index die Werthe n—1, n—2,... 1 annimmt, so läfst sich der Ex- 
ponent rn durch Differentiation nach x stets auf die Einheit herabbringen. 
Da nämlich 


dsinp= cosyAydu, deoesy= — singAydu, dAy = —k’siny cosy du 


ist, so kann der Differentialquotient von ÜU,_, nach % nur Glieder enthalten, 





*) sing*r.cospt.Ag*: 
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die die Form U, oder U, haben, worin p<n ist; folglich läfst sich U, 
U 
durch U Sec 


'n—19 du 
| r h | R dU,„_a 
dices führt U,_,, auf U,_.,. U,_;, = 


druck U, nur U,, dessen mehrmalige Differentialquotienten nach v und end- 
lich ganze Functionen von sing, cosy, Ag enthält. Es bleibt demnach nur 
die Function U, 





A ausdrücken. Durch Vertauschung der In- 


„so dafs schliefslich der Aus- 





A+Bcosp+CAg+Deosg Ay 
1+bsingp ‚ 
die verschiedenen Differentialquotienten von U, nach a und das Product der- 





selben mit Z/x) zur nähern Betrachtung übrig. 


Wird die Entwicklung von U, als bekannt vorausgesetzt, fortgehend 
nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von i=5r: so lassen sich die 
Differentialquotienten von U, nach « leicht ableiten. Ebenso aber läfst sich 
übersehen, dafs das Product eines jeden derselben mit Z(x) oder (az) 
durch Differentiation von Ü, und U,.Z(x) abgeleitet werden kann. Es ist 
































nämlich: 
drÄıU , 
d— Z(x) r 1 r [4 
dup-! ”. PU, ,z, ee E, dZiır) 
du dur IT dup-! du 
Da aber 
dZ(x) E' u 
— 1— — — ksin:ı 
du 1‘ f 
ist. so folgt: 
dr-U _, 
Se d — (x) us ie 
Zi dPU, dur dPU, 14 E a 
ei. — Il _— et wu — —fMi "@(- 
ATI dur du dur | K .$' 


Das zweite Glied der rechten Seite ist eine rationale Function von 
sing, cosyp, Ay, während das erste Glied derselben Seite nur den (p—1)'“" 


Differentialquolienten von U, enthält. Wiederholt man dieses Verfahren, so 


„. dPU ; , \ j 
erlangt man für ——- Z(x) endlich einen Ausdruck, der aus zwei Theilen 
- - » 


} 
d 
d’ (U, Z(x)) 
dur 
von sing, c0sy, Ay, die auf die Form U, gebracht werden kann. 


) 





besteht: der eine ist und der zweite ist eine rationale Function 


Es bleibt noch U, und Z(x)U,, worauf alle Functionen, die hier in 
Betrachtung gezogen worden, sich zurückführen lassen, zu entwickeln übrig. 
In dem Ausdrucke U, ist 5 im Allgemeinen eine Function von g. Man bringe 
h unter die Form Aksinam/a) und setze am (a) —= eo, so dals db=ksine und 









Meyer, über rationale Verbindungen elliptischer Transcendenten. 317 





sowohl y als « von demselben Modul % abhängen; dann wird: 


u, — AtPBeosp+6AYy+DeospAy 
Az 1-+-ksine sin 





be} 
























dessen vier Glieder: 


1 cos p Ag Ag cosp 
1--ksinesingp” 1-+-ksin«@sing ’ 1+ksinasıng” 1+ksin«esing 














nun getrennt untersucht werden sollen, abgesehen von ihren Coefficienten. 
Der letztere der vier Ausdrücke führt auf den ersten. Denn bildet 
man den Differentialquotienten des vierten nach ”, so wird: 
Agpcosgp 
1-+-ksinesingp 


dı 


d 











— A,(1+%ksinesinp)’—+ A,(1+ksinesinp)+ 4, 
A Ad. 


4 


Rn : B 
'A+ksinesing | (A+ksinesinp)?” 
Er p 








worin A,, A,, A,. A,. A, Functionen von k und sin« sind. Ferner ist 


























1 
| 1+-hsinesing __ cosaAe 1 cosaN@ 1 
da sine (i4ksineasinp®  sina Atksinesinp 
oder 
1 
1 . ) sina “TIknaenn 
(1+ksinesinp)”’ A+ksinesinp ’ cosaNe da ’ 


wodurch entsteht: 

















Agpcosp 
1-+-ksinesingp 
—— — 4,(1-+%ksinesinp)’ + A,(1-+ksin«asingp)—+ A, 
d 1 
A, +4, 14 1+ksinesinp _sina 
r 1+ksina sin 2 da cosaN\« 


Es führt also der Differentialquotient nach von 


Ag cosp 
1+ksin« sing 








1 
auf ganze Functionen von Y, aufserdem noch auf KTEkan und dessen 


Differentialquotienten nach a, wofür auch der nach % gesetzt werden kann. 








Durch Integration nach « gelangt man zu re . Endlich ist noch 
AgecospZ(r) 
1+ksina sin 
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man auch 


Ni cost cz 
nn dene / singdu = P 
1+ ksina sing. 


zu behandeln. wofür 








wählen kann. Es ist hiervon der Differentialquolient nach #: 


Agpeosp 


dPp — "ur ksin«&sing sin’g it 
du du 





Ag cos Y sin‘ z 


1+-ksinesin Y 








ÄAgcosp 


d 
’ - I-ksinesing 
Selzt man für — F 
Er 








den vorhin gefundenen Werth ein. so 


bleiben aufser den behandelten Formen noch übrig: 








1 
d 
u I-+-ksinesing 
ei du und sın 4 du, 
I+-ksinesinp. du . 


wovon die zweite durch Differenlialion der ersteren abgeleitet werden kann. 


Demnach bleibt für den zweiten Abschnitt nur übrig die Reihenentwicklung für 











l AN 9 cosp 
I+ksinesinp ? I+-ksina@sinp ” 14-ksinesing 
Z(x) Zr) Ag Z(x)cosg 
I+ksinesingp ? 1+ksinesing ’ 1+hsinesing 


Zweiter Abschnitt. 


Die bekannten Formeln für die Addition und Subtraction der ellipti- 





schen Functionen sind: 
singcoseA«a+sin«ecospNg 
sın OÖ zu > . > . > a 
1 — h’sin’esin’g 





cospcose—singsneAyAa 
cos0o = | eng Fe ‚ . 
I— k*sin’asin’gp | 








a Agyg&Aa—k’sinpsin«cospcos« 
u 10) N " 


1I— k’sin’a sin’p 





AB sinpcos«e A«@—sin«cospÄX t 
sind — r ln PAY 
1— k*sin’asin’p 








) cospcos@e-+sinpgsneÄyXNAa 
c0s0 — re pre i 
1— h*sin’esin’p 





) Ag&Aathk”sin F Buemepesen 
( — - 
1— h?sin’esin’p 
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worin = am(u), a —= am(a), 0 —= uam(u--a). d—=am(u—a) gesetzt ist. 






















Aus diesen Formeln folgt: 


2kcosacosyg 





k coso | /: cos o+-Ac— Ad u r 
| Ä 1-+-ksinesing 
i | | Ä 2AeAg 
AcotAd-+kcoso — kcosd = ———— I, 
| I+-hsinesing 


und hieraus: 














cos h coso-+hkcosd+- Ao— Ad 
I+-ksinesinpg 2hcos« : 

Ag ÖSo+A0d+kcoso —kcosd 
I+-ksinasinp 2Ao 


Benutzt man noch aus dem 53°" Kapitel der Flundamenta die 
Formel 


Ok?si BR A in? 

’ 4 N ; sinacos« \esin’« 

2Z(a)- Au— a — Zu 7a) = — are Bee b i 
\ 1— k*sin’esin”y 


so folgt: 


| We er 2hecose /\asına 
ksino-+ksind — 2% (a) - Z(u— a)+ Z(uta) = ———., 
| | | 1+ksinasing 








oder 
ksinasing sin « i 10.0 
ee eliin. die‘ — !ksino + ksind —2Z (a) —Z(u— a) Zu-au)!, 
I-4-Aksinasing 2.c0saN\a | | 


und da 














1 ksinasing 
En 1— 
I+-ksinesing 1--ksine@sing 
ist. so ergiebt sich 
| 2cosaN\« ui in | 
— — 1— ——— !ksin o-+ ksind —2Z (a) — Z(u—.a) -+ Z(u--a)!. 
I+-ksiınasıng sın @ | | 


Führt man statt Asin« wiederum 5 ein, so wird 











(1.) — == un [kcoso-+kcosd+-A0— Ad, 
1+-bsing 2yk?—b: | | 

No Pi. Em 1 A \ um lo nr $' 

(2.) fine — ir IA0+&A0-+kcoso— kcosd}. 

















« sing 
Sc 1+bsing 
2 en tksino-- ksind — 22 (a) — Z(u — a) + Zlura)). 
1 
(4) 1+-bsingp 
— 1 AERERRER Iksino-+ksind —2Z(a) — Zu— a) Ziu-+a)} 


ar yR— 
4 * 
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Es bleiben noch die Functionen 
cospZ(n) AgZ(u) singZ(u) 
1+bsinp’ A+tbsinp ’ 1+bsinp 

zu entwickeln übrig. 

Nach der üblichen Bezeichnung ist: 















































 2Kr _ [kb He tim 
u == 2 D cosp— | TE 12) 9(x) 5 sın p — 7 On)’ 
9(x+4n) ‚n__ Han) ını __ 947) BE 
Ay=yk' G(x) s Yk= gm)’ war —— HR) 
Ferner gleichbedeutend Z(w) mit Z(x); so dafs: 
2K I Se If 2K 2E' 
— Z(ı Zu ı) = (6 PN pdr — — -—-4, 
KK, 
a (KV, _ 2K DE! 
Be nn m 


Ich werde die Formeln zusammenstellen, welche für das Folgende ge- 
braucht werden und die theils die Differentialquotienten einzelner Grölsen 
nach z und g sind, theils Relationen zwischen den Constanten (Functionen 
von 4) angeben, deren Richtigkeit leicht erwiesen werden kann. Ist die 
Differentiation durch Indices angegeben, so bezieht sie sich auf z, so dafs 


2; ME 
z.B. H"(4n) bedeutet, dafs in nd. nach der Differentiation nach x 



















































da” 
für x Null gesetzt werden soll. 
eK 2E H"'G & eK) — 9"(0) H'lın 
an Ma 9 (0) Hin . . 
ke; 2 9" (0) va O" (Ar) (=) — "(1 __ H"(an H"(4n) 
P2 9 (0) Odan) nz) ° On) 2 H(+n) 
u. dO&(.x) a dH(x) 
0 (z)=—4g ae H (c)=—4g: u 
2K 
CEREN (em _ 2x 28, 
da an au n )? 
2Kl 
(5.) dm 4 02Kk (ery_26.2e, 
a Mn , 
2Kk 
m 4 2Kk 2K 2E' 
Bu: 75 gan nn? 





2 zul, El), 


dgq 2 | rı 





Meyer, uber rationale Verbindungen elliptischer Transcendenten. 2 y 
| Y 













































































1 dyW a _.eGR‘__ 1 ee) 
ve" dag 41 9M) Olla))  I\m /? 
’ 1 
. vh __ 1 iz. N in ns 1 
da 441090) H(zn) 4q IL i 
dAp tra Ay 2Kk MM Ag | O'"(c-+4n) da) 
dg u 4q st 4q I G(c-+4n) x) Y’ 
(6.) dsingy e= __Sinp, 2KW ) zz sinp \ H'"(») _ 9" (x) ) 
da 4q rs 4q A H(x) Aa) N’ 
dcosyp 22 58 ce Sn... 3 H'(c+3n) (a) 
u 4g ! H(c+4n) Kr) Y 
dAy __ {2 O(x+4n) (x) \ 
u (tin) Gm)’ 
(7.) dsinp 2 a Hi) (x) ı 
hs "de sın p ! H(x) 9 (x) (> 
deosp __ H(c-+4n) Oo (x) 
TE Hiatın) Ga) E 
2&K —,.,. dAp __ sat) Ila) _O" = 
sı L(®) de au du xc+ın)9 (x) 0%) 9°’ 
2K dsin : H'(a) 9 (x O'"(x)) 
S. hun AR nn A m wir) ra) 
5) gt 2(2) de Yan H(x)9 (x) 0°(x))’ 








2K ‚z,,, deosp __ H (x -+ın)O' (x) 9" (a) ) 
L(®) u ROHR | H(x+4n)O(x)  0*x) \ 


Im 37" Bande dieses Journals habe ich folgende Formeln (33.) ab- 
geleitet: 


























Or) , '(c+4m) ()O(c+ı4n) __ Ola) | nn 
a) " Ola+in) ° Oa)O(atin) Ola) 1750 
(9.) 9a) , _H"@) _ _o__9a)H'a) _ __ H'Gn) |, O'Gn) 
9a) TH) 9(x) H(x) — Han) " oGna) 
9"(x) , H"(x+4n) . H'(x+4n) __ H"(im) , O"(0) 
Aa) " Mattn) (2)Hiatin) Ham 90 


Ferner ist 
O"'(x) O9" (x) 9" (0) ee 


— 


(x) Of) 600m). 





) sin’g. 


Man multiplicire diese Mi mit 2 und ziehe sie von den Glei- 
chungen (9.) ab, so wird: 
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(ac +3n) la), 9 "le PREAL ) (x + 47) 
Glr+in) Ola) !" 0%&) ” Ha 77 r +47) 
Ba .„_ ı: ts) J'(V0) 
—- 2( a -) sIn" p —- ——— — ——, 
s ' O(4n) I(0) 
H"ia G"'(r) , „ 0'°(r) „. 9r)H'(a 
Hr) Ilx) | 9.) E® (x) Hi) 
„Tan. , H'(in) , Q'"(in a 9" (0) 
2( )sin’g- —4+ nn . 
' Hiyr) 4 (Art) I(0) 


H'(c-+ım) (Er) 9 Il) ‚ (a) Hi Ir) 
Hix-+3n) Jr) -9°(x) -# Or) Hla 4m) 
af?2Äkh’.,„ , H’lia) 0) 
2 )sin’g- _ y 
Hlın) ‚90) 














welche Gleichungen mittelst der von (6.) und (8.) übergehen in: 































































































a. däg dAg 2K „, Ä SKIN”. 2, 
E <y da — u —— Lu) = (> p ) sın y ING, 
S Si 2 2Kl | 
10. 0, Tsng __ dsmp 2K »adı. E; 63° a 
(10.) \ 24 = . — L(a LK cos’psingp, 
9, Tc0sf dcospg 2K z,_.\ı __ 6: us 
a 42) = B ) sin’ pCosg. 
Durch Differentiation erhält man: 
A Ag Isı 
2K . | I; 2K En 2K sap Ä B 
ey FAR a An WE 1 ee 
sc dx sc 1+bsingp 7 (1-+-bsingp)’ 
sing dsingp 2 ‚dsing 
(11.) /aR, ar = BE 6, dr ZK m; Rn da 
\ ul) — —— = 44 (&): —— — — Z(r) ——, 
sc dx sı I -+bsingp sc “ / (d4-+bsing) 
cosg dcosp dsingp 
1 —— — l I ——— 
2A... I+Psing 2K, dr ah, fu de 
— RER - — . EEE. (°C u . 1 A a 
Tr dar we ni E +bsin PO "Dans ul. (1 +bsin pP 
,‚. Ag däg > B/ dsingp 
. ann ai I»/\o0» 
ur +bsinp dy Aysinyı zz — dq 
dq AH+bsing dd +bsin = (1-+-bsing)? 
sin dsing 0 a bs; dsinp 
? pp. — sing: 
(12.) “77 bsinp __ dq Fe Be . f dq 
\ ag  44+dsing (1+dsinp)’ (1--dsinp)” 
cosp dcosy db N dsinp 
coSyp- 
’ 1+bsinp __ dq che dq v dq 














dq — 4+Ödsing (A+bdsingy)? 0 (1-+dsing)® 











(13.) 


oder 


(14.) 





Multiplieirt man das System (12.) mit 24, addirt (11.) 
sich vermöge der Gleichungen (10.) die meisten Glieder der rechten Seite 
fort, und es bleibt: 
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Ay d Ä Y 
, ( REN 
2K Z(o) 1+bsingy 19% I+bsiny 
7L da | dy 
* db 1 1 0 nn 
in« AP SIıny (A—+Sın a) 
ui psl "Ay I ( . psny(a—rsıng, 
1 A-+bsing)’ EEE: 
[N 12 y N +-ISsıNnG 6 Ss ( 
2A in) Prbsinp | Yy— rb: ing 
dr = 
ie db 2Kh 9 i 
ö sın Y da —) COS Y.sın Y 
ihn. (Ad-+bdsing)” A+bsing)”? 
g_059 cosy 
2K, ‚ 1-+bsin f 1+1 
en IR 
7 dx ' dq 
db 2KkN? 
“ coSy ir en ) cosysingp(b-+sing) 
1 (1-+bsing)? A+bsing)®? 
Ay 
u +bsing 





2K „ 
mn Z(®) dx 


N NG db 2Kkh 






































1-4 Bsin f MERTRRGE dq ? =) te . . 
dy A+bsing® 
sin 1 
nı 2: 
sing db u RE 
( ; Tbsing I 24 sin? 9. da ) sındg 
dy (1-+bsing)’ 
« coSsY 
2K 1-+bsin« 
— Zia f 
dx 
cos p =) 
TI Tar EN PD — kr tl - une (b r 24 4) 








dq (1-+bsing)? 





... 
in 


hinzu. so heben 
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Dividirt man die Gleichungen (14.) respective durch: 


Ag sing coSsy 
1+bsinp ° 1+bsinp 1+bsinp ’ 











so wird: 













































































oK dlog ; = 
= Z(x) “ Isınp 
g dx 
Ag db, (2KkN?:. 
:, ji dlog Fer 2qsing % ) sinp{b+singp! 
or / dq 1+bsing r 
sin« 
N £ 
a . "STFbsing 
(15.) { dr 
sing db aKkN , 
= Pr dlog Es = 2qsing = - cos’ p 
wo 7 dq 1+bsiny 
cosp 
hy) Al psing 
ı dx 
cosy m; ZKRN? . 
ag 2 dlogz Fbsing 2qsingp — + ” ) sinp(b-Fsin r) 
dy 1-+-bsinp 
Hierin setze man d&=(, so folgt als specieller Fall: 
dep __ dlog Ay Zi 
a — dq 6 sin P 
2K dlogsiny dlogsin 2Kk 2 
4 Pete (p\. r no - [ä nt „2 
(16.) st 2(@) dx er . dq 7 E ” 
RK ,,,,., dlogeosp __ dlogcosy 2Kk 2 
®) dx au, 24 dq - (7 sin p. 


Diese Gleichungen in derselben Reihenfolge von den darüberstehenden 
abgezogen, führen alle auf dieselbe Formel: 


1 

















llog 
ah 1 1-+bsing 
1 db , (2Kk 
io dlog IFbsng _ 2qsing da + (— ) bsingp cos?’ 
Zr ’ “ 1-+-bsinp 


Man multiplieire endlich diese Gleichung mit m, die Gleichungen (16.) 
‘ Reihe nach mit r, s, f, so giebt die Summe dieser vier Gleichungen: 
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Agr sing’ cosg' 
(18.) EZ) Gr ale 10 


dx 



















































Ag’ singp’cosg! 
EM (1+bsiny)” Agrsin ps cosg! KR. 
ng - dq (1-+bsin p)” (r r+9( er sin’ Y —. s( > ) FR p 
db 2Kk 
2 Br bsin cos? 
£ Bm Br P+( zu y pic f N 
1+bsing 


Hierin kann r, s, f, m jeden beliebigen Werth annehmen. Dieses :st 
die gesuchte Gleichung, welche jede Multiplication einer ganzen oder ge- 
brochenen Function mit dem Integral der zweiten Gattung auf eine 
Differentiation nach q und auf eine Differentiation und Integration nach 
x zurückführt. Denn wird 

Agrsingp°’cosg! 
(1+bsiny)” 





mit U bezeichnet, so ist 


(2K_ ‚ 
41 Ze). U) 


dx 


dU_ 
dr ’ 





— 2 Z0).04+E Ze). 


hieraus folgt, indem für Ze) sein Werth gesetzt wird: 


4 








2K 
4 — Zix). u 
dx 
dU \2K ‚2E' 2Kk 
—= - W— u“ ee ai A) +r +41, np (2) cos’ f 
2 Ne? ") bsin gcos’g 3 
Er 1+bsinp 


und durch Integration nach x erhält man das verlangte Product. 
Königsberg in Pr., im April 1855. 
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Ueber eine Steinersche combinatorische Aufgabe, 
welehe im 45°” Bande dieses Journals, Seite 181, 


gestellt worden ist. 
(Von Herrn Reifs in Frankfurt a. M.) 





2. 


Weiche Zahl N von Elementen hat die Eigenschaft, dafs sich die 
Elemente so zu dreien ordnen lassen, dafs je zwei in einer, aber nur in 
einer Verbindung vorkommen? 

Die Antwort auf diese Frage ist folgende: Damit die (mittelbare) 
Darstellung aller möglichen Zweier durch Dreier, wie man die fragliche 
Operation nennen kann, möglich sei, ist es nothwendig und ausreichend, dafs 
die Zahl N die Form 6n--1 oder 6n--3 habe. 

Dafs N ungerade sein müsse, erhellt daraus, dafs jedes Element mit 
jedem der N—1 anderen und zwar immer mit zweien auf einmal verbunden 
sein, dafs also N —1 gerade sein müsse. Dafs ferner N von einer der beiden 
Formen 62--1 oder 6n--3 sein müsse, ist eben so leicht einzusehen; denn 
die Anzahl aller vorkommenden Dreier mufs dem dritten Theile aller möglichen 
Zweier gleich sein, da jeder Dreier implicite drei Zweier darstellt. Bezeichnet 
man daher jene Anzahl durch A(N) und N selbst durch 2-1, so hat man 


A(N) = Ad -+1) = 4v (ar -1); 
also mufs entweder » oder 2v-+-1 durch 3 theilbar sein. Im ersten Falle 
hat man 


N 6n-1; 


\ 


im zweiten 

N — 6n + 3. 
Es handelt sich also nur noch darum, zu beweisen, dafs jede Zahl von der Form 
6n--1 oder 6n--3 der gestellten Forderung genügt. Dies soll hier geschehen, 
nachdem zuvor die folgenden Forderungen und Erklärungen erörtert worden. 


S. 
Erste Forderung. Alle möglichen Zweier, welche man mit 2u, 
also mit einer geraden Anzahl von Elementen bilden kann, derart in 
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Gruppen zu verlheilen, dafs jede Gruppe alle Elemente und zwar jedes 
nur einmal enthalte. 


Regel für das Verfahren. Man bezeichne die Elemente ihrer an 
sich willkürlichen Ordnung nach durch 1, 2, 3 ... (Qu —1), (2u). Man 
schreibe den Zweier 12 in die erste, 13 in die zweite, 14 in die dritte 
Gruppe u. s. w. bis zu dem Zweier 1(2«), welcher in die (2« —1)" und 
letzte Gruppe kommt. 


Den Zweier 23 schreibe man in die dritte Gruppe, 24 in die vierte, 
25 in die fünfte u. s. w. bis zum Zweier 2(2u—1), welcher in die letzte 
Gruppe kommt. Den noch übrigen mit dem Elemente 2 anfangenden *) 
Zweier 2(2u) schreibe man in die Gruppe, welche unmittelbar derjenigen 
vorhergeht, mit welcher man begonnen hat; also in die zweite. 


Die mit dem Elemente 3 anfangenden Zweier vertheile man auf ähn- 
liche Weise, indem man um zwei Gruppen weiter rechts als vorhin, also mit 
der fünften Gruppe beginnt und in diese 34, in die sechste 35 einschreibt u. s. w. 
Auf diese Weise kommt in die letzte Gruppe 3(2u— 2). Die erste Gruppe 
betrachte man nunmehr als auf die letzte folgend und setze in dieselbe 3 (2u« —1). 
Endlich schreibe man den noch übrigen Zweier 3 (2u) wiederum in die Gruppe 
unmittelbar links von derjenigen, mit welcher man begonnen hat, d.h. in 
die vierte. 


Auf ähnliche Weise vertheile man die mit dem Elemente 4 anfangen- 
den Zweier, dann die mit 5 anfangenden u. s. w.. wobei man sich die Grup- 
pen in einen Kreis gestellt zu denken hat. so dafs die erste unmittelbar auf 
die letzte folgt u. s. w. Allgemein beginne man in Bezug auf die mit irgend 
einem Elemente k anfangenden Zweier um zwei Gruppen weiter rechts als 
bei den mit (4—1) anfangenden geschehen; d. h. man schreibe in diese Gruppe 
k(k--1), in die folgende Ak(k-H-2) u. s. f. bis zu A(2u—1). Den noch übrigen 
Zweier k/2u) hingegen trage man in die Gruppe unmittelbar links von der- 
jenigen ein, mit welcher man begonnen hat. Fährt man auf diese Weise bis 
zum Zweier (2u—1)(2ıu:) fort und schreibt diesen in die Gruppe ein, welche 
auf die den Zweier (2u —2)(2u— 1) enthaltende unmittelbar folgt, so wird 
die verlangte Vertheilung vollendet sein. 





*) Es wird hier angenommen, dafs in jeder Verbindung die Elemente ihrer be- 
stimmten Ordnung gemäls geschrieben seien. 


NM 
42 
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Beispiel. Ist 2410, so erhält man die Gruppen 


i 2 1 3 1 4 8 16 1 7 1 8 i 9 1 10 
210| 2 3 2 4 25 2 6 27 2 8 29 
3 9 310| 3 4 35 36 37 3 8 
48 4 9 410| 45 46 4 7% 
5 7 5 8 > 9 510| 56 

6101| 67 6 8 6 9 

7210| 78 79 
s10| 89 
910 
oder zusammengezogen 

= 13 I 2: 3:3 ıi&8 17T 18 1» 12 
>» 31m 33 224 33 38 27 32 33 
48 4ı9 59 310 34 35 36 37 38 
7 58668 69 79 4410 45 46 47 
610 67 710 7S 810 89 910 510 56 


Beweis der Regel. Dafs das Element 1 in jeder Gruppe und zwar 
in jeder nur einmal vorkommt, ist hier ohne Weiteres anschaulich. Es sei 
also 4 irgend eins der anderen Elemente, mit Ausnahme des höchsten (Zu): 
auch sei x ein beliebiges, dem Elemente Ak vorhergehendes. Da der Zweier 
12 in die erste, der Zweier 23 in die dritte, der Zweier 34 in die fünfte 
Gruppe kommt u. s. w., so gehört der Zweier #(z--1) der (22—1)'" Gruppe 
oder, was dasselbe ist, der (<—2--z-+1)"" an; also kommt #(2<-+2) in die 
(2—2--2--2)" Gruppe, #(2+3) in die (2 —2+x2+3)" u. s. w. und all- 
gemein z% in die (k—2--z)" Gruppe. Alle diese Ordnungszahlen der Grup- 
pen sind hier wie im Folgenden, wenn sie 2u—1 übersteigen, auf ihren Rest 
bei der Division durch 2u—1 zu reduciren, so dafs die 2«' Gruppe mit der 
ersten, die (2u--1)' mit der zweiten übereinkommt u. s. w. Giebt man dem 
z nach und nach die Werthe 1, 2, 3, ... (k—1), so ersieht man, dafs die 
Zweier 1A, 2%, 3k, ... (k—1)% nach dieser Ordnung genommen den auf 
einander folgenden Gruppen 

(k—2-41), (k—2+2), (k—2-+3), ... (k—2+k—1) 
angehören. Nun befindet sich, so lange das Element k niedriger als (2u—1) 
ist, der Zweier k(k-+1) in der Gruppe (k -2--k-1), was aus dem Obigen 
erhellt, wenn man % stait z setzt; auch gehört, unter derselben Beschränkung, 
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der Zweier A(2w) der vorhergehenden Gruppe, d.h. der (k—2--A)“" an. 
Ferner folgen sich die Zweier k(k-+1), k(k-+2), ... k(2Qu—1) nach dieser 
Ordnung in den Gruppen 
(k—2-+k-+1), (k—2-+k+2, ... (k—R2-+Qu—1); 

demnach sind alle mit 4 verbundenen Zweier nach der Ordnung 

1h, 2l,;, ... (k-A)k, KAlRu), Kk-+1), k(k+2), ... Aru—N) 
genommen, in den auf einander folgenden Gruppen 
(k—2-+1),(k— 2-2), ... (k—2+k—1),(k— Hk), (k—r+k-1),(k—2+k+2),...(k—2+2u—1) 
enthalten. Man ersieht hieraus, dafs das Element Ak in 2u—1 verschiedenen 
Gruppen, d.h. in allen vorkommt. Auch ist einleuchtend, dafs es in keiner 


mehr als einmal enthalten sein kann, da es nicht mehr als 2u—1 mit k ver- 
bundene Zweier giebt. 


Ist das Element k = (2u. —1), so folgen sich die Zweier 1(2u —1). 
2(2u—1), ... (2u—2)2Qu—1) in den auf einander folgenden Gruppen 
2u—3+1), Qu—3+2), ... Qu—3-+2u—?2); 
auch gehört in diesem Falle (vergl. die Regel) der Zweier (2Qu—1,(2u) der 
auf die (Qu—3-+2u—2)" folgenden Gruppe, d.h. der (Zu—3-+2u—1)"" an. 
Es kommt also auch das Element (Qu —1), eben so wie alle niedrigeren in 
2u—1 verschiedenen, d. h. in allen Gruppen und zwar in jeder nur einmal vor. 


Was endlich das Element (2u) betrifft, so bedenke man, dafs jedes 
der Elemente 1, 2, 3, ... (2u—1) erwiesenermafsen in jeder Gruppe und 
zwar nur einmal vorkommt; dafs aber die Anzahl dieser Elemente ungerade 
ist *), während jede Gruppe, da sie aus einer gewissen Anzahl von Zweiern 
besteht, eine gerade Anzahl von Elementen enthalten mufs. Es mufs also 
jede Gruppe noch ein anderes Element enthalten; da aber kein anderes als 





—— 


*) Denn die Anzahl aller Elemente wird hier als eine gerade vorausgeselzt. Ist 
diese Zahl im Gegentheile eine ungerade 24-1, und verfährt man nach der angegebenen 
Regel, so kann man zwar wie oben beweisen, dafs alle Elemente mit Ausnahme des 
höchsten (241) in jeder Gruppe und zwar nur einmal vorkommen müssen; da jedoch 
die Anzahl dieser Elemente nunmehr eine gerade ist, so kann es allerdings geschehen, 
dafs sie in der einen oder der anderen Gruppe nur zu Zweiern unter einander verbunden 
vorkommen; in welchem Falle man nicht mehr schliefsen kann, dafs auch das höchste 
Element in einer solchen Gruppe enthalten sein müsse. In der That wird man finden, 
wenn man bei einer ungeraden Anzahl von Elementen nach der Regel verfährt, dals die 
ungeraden Gruppen das höchste Element gar nicht enthalten, während es in jeder geraden 
Gruppe zweimal vorkommt. Es ist übrigens an sich einleuchtend, dafs der Forderung 
bei einer ungeraden Anzahl von Elementen gar nicht genügt werden kann. 
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2u) übrig ist, so sieht man, dafs auch dieses in jeder Gruppe und zwar 
nur einmal vorkommen mufs; was den Beweis der Regel vollendet. 


eb. 

Die Ordnung der Elemente ist an sich willkürlich. Führt man statt 
der oben gebrauchten 1, 2, 3, ... (2w) irgend eine andere, welche wir durch 
%, 5 Y5 -.. bezeichnen wollen, ein: so hat man in den Gruppen das Element 1 
durch &, das Element 2 durch £ zu ersetzen, u. s. w. Die Ordnung 1, 2, 
3... . (2u) gewährt für den obigen Beweis die gröfste Deutlichkeit; bei den 


folgenden una auf) wi N wir die umgekehrte (Zu), Me —#), Er 











nach welcher | Gruppen 
109 108 107 106 105 104 103 102 101 
82 91 98 97 96 95 94 93 92 
3 72 62 81 87 86 85 84 83 
64 63 53 52 42 71 76 75 74 
51 54 41: 43 31 32 21 61 65 
erhält. 

Für unseren Zweck am wichtigsten sind im allgemeinen Falle und bei 
Zugrundelegung der umgekehrten Ordnung die mit den vier höchsten Elemen- 
ten (2u,, (2u—1), (Qu—2), (2u—3) verbundenen Zweier einer jeden Gruppe. 
Wir stellen daher die Gruppen in der folgenden Tafel nach ihrer Ordnung 
und mit ausdrücklicher Angabe ihrer vier ersten Zweier dar: 


(Zu)2u—1) (Zu)2u—2) (2u)(2u—3) (Zu)(2u—4) (Zu)(2u—5) 
(2u—2)2 (2u—1)1 2Zu—1)2u—2) (u—1)2u—3) (?u—1)(2u —4) 
(2u—3)J (2u—8)2 (2u—4) 2 (2u—2)1 (2u—2)(2u—3) 
(2u—4)4 (2u—4)3 en 9)3 (2u—5)2 (2u—6)2 
|(2u)(2u 6) (2u)(2u—7) .... (2u)(A) (2u)(A—1) 
Fu —1)2u—5) u—i)2u—6) ... (Zu—t)A+) (2u—1)(A) 

(1.) un) (Zu—2)(2u—5) ... (?u—2). +2) (2u—2)(R +) 
(2u—3)1 u—s\2u—4) ... (2u—3)(A+3) (2u—3)(A +2) 


(2u)2 (2u) 1 
(2u—1)3 (2u—1)2 
(2u—2)4 (2u—2)3 


(24u—3)5 ar 
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Hierbei ist zu bemerken, dafs (A) irgend eins der Elemente, mit Ausnahme 
der vier höchsten, bedeuten kann, und dafs die mit (21.)/A) beginnende Gruppe 
die (2u — 4)'* ist. 


4. 


Hat man die Gruppen in Bezug auf die Elemente und auf die Ordnung 
(2u), (Qu—l), (2u—2), ... 2, 1 nach der angegebenen Regel gebildet und 
scheidet daraus die Zweier, welche die beiden höchsten Elemente (2) und 
(2u« —1) enthalten, aus: so bleiben in den Gruppen alle möglichen Zweier. 
welche man mit den 2u—2 Elementen 1. 2,... (2 —2) bilden kann. übrig. 
Die erste Gruppe, welche den Zweier (2u)2u—1) enthält, wird dadurch um 
einen Zweier vermindert; alle anderen hingegen, da sie (2«) und (2u—1) in 
verschiedenen Zweiern enthalten, um zwe? Zweier. Nach vollbrachter Aus- 
scheidung sind daher in der ersten Gruppe noch alle Elemente 1,2. ... (2u—2 
vorhanden, während in allen übrigen an dieser Anzahl je zwei fehlen; näm- 
lich in jeder Gruppe diejenigen, welche sich in ihr neben (2«) und (2u—1) 
befanden. Vereinigt man diese beiden Elemente jedesmal zu einem Zweier 
und nennt diesen den characteristischen Zweier der bezüglichen Gruppe. so 
ist klar, dafs der Complex derselben alle Elemente 1, 2, ... (2u —2) und 
zwar jedes zweimal enthält. Es ist nämlich in den ursprünglichen Gruppen 
sowohl (2u) als (2«—1) nach und nach mit jedem dieser Elemente und zwar 
nur einmal verbunden. 


Ehe wir weiter gehen, haben wir einen Ausdruck zu erklären, dessen 
wir uns in Bezug auf den Complex von m Zweiern, in welchen »n verschie- 
dene Elemente je zweimal vorkommen, bedienen werden. Ist «,«, einer 
dieser Zweier, so muls es noch einen anderen geben, welcher «, enthält; da 
dieses Element, wie jedes andere, zweimal vorkommen soll. Diesen Zweier 
bezeichne man durch &,c,. wo «, mit «, identisch oder davon verschieden 
sein kann. Im letzten Falle giebt es einen dritten Zweier, welcher «, enthält: 
er sei %,0,. Ist o, von a, verschieden, so giebt es einen vierten Zweier. 
in welchem «, vorkommt u. s. w. Diese Zweier schreibe man in der Ordnung 


Gelangt man bei dieser Anordnung nicht schon früher zu einem Zweier 0,441. 


in welchem «,,, mit «, identisch ist, so mufs dies unausbleiblich bei dem 
m”, &„@&„.ı der Fall sein, da das Element «, ebenso wie alle anderen zwei- 
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mal vorkommt. Einen solchen Complex von Zweiern 












werden wir eine Periode von m Zweiern mit sich selbst folgenden Eile- 





menten nennen. 







Gelangt man schon vor Erschöpfung aller m Zweier bei der eben er- 
läuterlen Anordnung zu einem Zweier «,«a,, so bilden die Zweier 



















für sich eine solche Periode, und dasselbe wird in Bezug auf die noch übrigen 
Zweier der Fall sein, wenn sie nicht ihrerseits gleichfalls in zwei oder 





mehrere Perioden zerfallen. So bilden z. B. die Zweier 
13 14 25 26 36 45 
eine einzige Periode, nämlich 


13 36 62 25 54 41; 



















dagegen 
14 15 23 26 36 45 


die Perioden 
14 45 51 und 23 36 62. 

Unter der Voraussetzung dieser Erklärung ist leicht zu sehen, dafs 
der Complex der oben besprochenen characteristischen Zweier eine einzige 
Periode von 2u —2 Zweiern mit sich selbst folgenden Elementen bildet. 
Schreibt man nämlich nur die ausgeschiedenen Zweier und zwar nach der 
Reihenfolge der Gruppen nieder, so erhält man nach (I.) 


(Zu) 2u—1) (Zu)2u—2) (Qu)2u—3) (2Zu)2u—4) ...(Zu)(A) 
(2u—1)1 (2Zu—1)Qu—2) (Qu—1)Qu—3) ... (2u—1)(A+1) 

(2u)4—1).. . (2u)2 (2u)1 

(Zu—1))... (2u—1)3 (Qu—1)2. 

Schreibt man nun die charakteristischen Zweier, von der zweiten Gruppe an- 


vefangen, nach der Ordnung der letzteren nieder und setzt in jedem das mit 
(24-—1) verbundene Element voran, so ist ihr Complex 


1(2u—2), (2u—2)(2u—3), (2u—3)(2u—4), ... (A+1)(A), (AYXA—I), ... 32, 21, 
und mithin eine Periode von (Qu. — 2) Zweiern mit sich selbst folgenden 


Elementen. — Dieser Umstand macht es uns möglich, der folgenden For- 
derung zu entsprechen: 
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Zweite Forderung. Alle Zweier, welche man mit 2u Elemen- 
ten bilden kann, derart in 2«--1 Gruppen zu vertheilen, dafs in keiner 
ein Element mehr als einmal vorkomme; dafs ferner eine Gruppe alle 
Elemente enthalte und dafs endlich in jeder anderen zwei solche Elemente 
fehlen, dafs diese, als Zweier zusammengestellt, eine einzige Periode von 
2u Zweiern mit sich selbst folgenden Elementen bilden. 


Regel für das Verfahren. Die Elemente seien 1, 2,3, ... (Qu); 
auch seien (2u«--1) und (24-2) zwei andere. Man bilde mit allen Elementen 
1. 2, 3, ... (2u), (2u-—1), (Qu+2) in ihrer umgekehrten Ordnung genom- 
men die Gruppen von Zweiern nach der Regel für die erste Forderung und 
scheide alle Zweier, in welchen die Elemente (2«.--1) nnd (2u -+-2) vor- 
kommen, aus. Die in den Gruppen übrig bleibenden Zweier werden alle mil 
den 2: Elementen 1, 2, 3, ... (2) möglichen darstellen und auf die ver- 
langte Weise vertheilt sein. 


Ist z. B. 20 = 10, Zu—1=11, 2u 42 = 12, so erhält man 
211 1210 2 92 28 27 26 25 24 23 R2 124 








10 2|ı ı 110 19 18 17 16 NM5 14 13 12 
9392 82 101 109 108 107 106 A105 104 103 
a es EEE I ie BR 
4 EEE BER Rn RER 83 
u .——- Br 3 4 22 38 23 21 131 18 


wo die Zweier, welche (2u«--1) und (2«--2) enthalten, von den darzustellen- 
den durch die gebrochene Linie abgesondert sind. 


Dieser Regel gemäfs werden die Gruppen, um welche es sich hier 
handelt, im allgemeinen Falle durch folgende Tafel dargestellt: | 

(2u) 2 Zu—1)2 (u—2)2 (2u)1 (u) (2u—1) (2u)(2u— 2) 

2u—1)3 (u—2)3 (u—3)3 (Zu—3)2 (Zu—4)2 (Au—1)1 


(1.) . : e ; r . 
(2u) (2u— 3) + (Zu) (A) (Zu)(A—1) ... (2u)4 (24) 3 


Zu—1)(2u—2) ... Zu—l)ArH) Au—l)(A) -».. Qu—1)5 (2u—1)4 


Dies ergiebt sich aus (I.), wenn man daselbst überall 2u durch 2u +2 und 

, durch —2 ersetzt und alsdann die Zweier, welche die Elemente (2«--1) 

und (2u-+-2) enthalten, ausscheidet. Man kann hierbei noch bemerken, dafs 

die Gruppe, welche die beiden höchsten Elemente (2) und (2u —1) zu 
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einem Zweier vereinigt enthält, die fünfte ist; dafs die dritte Gruppe keines 
dieser Elemente enthält und dafs in der zweiten nur (2u—1), in der vier- 
ten nur (2u) vorkommt. Auch ist leicht zu sehen, dafs die Gruppe, welche 
mit dem Zweier (2u)(4) beginnt, die (Qu —4--4)* ist. Was endlich die 
characteristischen Zweier dieser Gruppen betrifft, so sind sie, von der zweiten 
angefangen, ihrer Reihe nach 


(IL) 1(2u), (Zu) (2u —1), (Au—i1)(2u—2), ... (AH1)(A), A)A—), ... 32, 21: 
wie bei der Substitution von 2u-+2 statt Qu gleichfalls aus (I.) erhellt. 


Bei der ersten der beiden erörterten Gruppirungen ist die Anzahl der 
Gruppen um eine Einheit kleiner als die der Elemente; bei der zweiten hin- 
gegen um eine Einheit gröfser. Ferner enthalten bei der ersten alle Gruppen 
gleich viel Zweier, nämlich halb so viel als die Anzahl aller Elemente be- 
trägt: bei der zweiten hat nur die erste Gruppe diese Anzahl von Zweiern, 
während alle anderen einen weniger besitzen. Wir werden daher diese bei- 
den Gruppirungen im Folgenden durch die Benennungen: Vertheilung in 
2u—1 gleichzählige und in Zu--1 ungleichzählige Gruppen unterscheiden, 
wobei jedesmal die obigen Bildungsgeselze vorausgeselzt werden. 


>. 


Wir beschliefsen diese Voruntersuchungen mit einer die Darstellung 
der Zweier durch Dreier selbst betreffenden Erklärung. Ist diese Darstellung 
bei N Elementen möglich, und hat man sie wirklich ausgeführt, so scheide 
man aus der sich ergebenden Reihe von Dreiern, die wir A(dr.) nennen 
wollen, alle diejenigen aus, welche zwei beliebige Elemente «, und «, ent- 
halten. und bezeichne die Reihe der übrigbleibenden Dreier durch r(dr.). Von 
den ausgeschiedenen Dreiern ist zu bemerken, dafs einer und nur einer die 
Elemente «&, und «, zugleich enthält, während in allen anderen entweder nur «, 
oder nur «, vorkommt; denn der Zweier «,0, ist in R/dr.). aber nur ein- 
mal. enthalten. Ist «, das dritte Element des Dreiers. welcher «, und «, 
enthält. so kann weder der Zweier «,«c, noch der Zweier «@,c, in einem 
anderen Dreier vorkommen; folglich kann sich das Element «, in keinem der 
übrigen ausgeschiedenen Dreier befinden, da es in diesen enlweder mit «, 
oder mit «@, verbunden sein müfste. Vereinigt man daher in jedem dieser 
ausgeschiedenen Dreier die beiden neben o, oder «, befindlichen Elemente zu 
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einem Zweier und stellt diese alle in einer Reihe ”/zw.) zusammen, so wer- 
den, wenn «,, &, O3. Pıs Pas --- Av; sämmtliche Elemente darstellen, in 
r(zw.) keine anderen Elemente als P,».s» --- Px_,; vorkommen; auch ist 
leicht zu sehen, dafs jedes dieser Elemente darin enthalten sein wird, und 
zwar zweimal; denn sowohl «, als &, mufs in A(dr.) einmal und nur einmal 
mit jedem der Elemente P,, Ps, --- Pv_, verbunden sein. Endlich ist auch 
klar, dafs die in r(zw.) explicite und die in r(dr.) implicite enthaltenen 
Zweier zusammengenommen alle diejenigen, und keine anderen, darstellen. 
welche man mit den N—2 Elementen «;. Pi» as --- Pv-; bilden kann; denn 
einerseits müssen alle diese Zweier implicite in der vollständigen Reihe 4 (dr. 
enthalten sein; andrerseits giebl es in A/dr.) keine anderen mit je zwei 
Elementen o,, > Pa» ».: An; gebildeten Zweier als die in r(dr.) und 
r(zw.) enthaltenen. Aus diesem letzten Grunde kann man den Complex der 
Reihen r dr.) und r/zw.) die abgeleitete und (aus Dreiern und Zweiern ) 
gemischte Darstellung aller mit X —2 Klementen «,, Pı» Pr» --- Pr; 
möglichen Zuveier nennen; wobei nicht vergessen werden darf, dafs die 
Zahl N—2 so beschaffen sein mufs, dafs bei einer um zwei Einheiten gröfse- 
ren Anzahl von Elementen sich alle Zweier durch Dreier darstellen lassen. 


Der Wichtigkeit wegen, welche dieser Complex für die uns beschäfti- 


gende Frage hat, stellen wir hier seine Haupteigenschaften übersichtlich zu- 
sammen: 


1°", Die Reihen r(dr.) und r(zw.) zusammengenommen stellen, wie 
wir so eben gezeigt, alle mit den Elementen &;, Pi, Pa, --- Pxv-, möglichen 
Zweier und keine anderen theils implicite, theils explicite dar. 

2“, In der Reihe r(zw.) fehlt ein Element, nämlich dasjenige («,), 
welches in A(dr.) mit den beiden ausgeschiedenen «, und «, verbunden vor- 
kommt. 

3°”. Von den übrigen Elementen f,. fr, --. Px-, kommt in r (zw.) 
jedes und zwar zweimal vor. 

4°“, Die Reihe r(zw.) besteht aus diesem Grunde aus einer oder 
mehreren Perioden von Zweiern mit sich selbst folgenden Elementen. 


5'es, Aus demselben Grunde ist die Anzahl der in r(zw.) enthaltenen 
Zweier = N — 3. 


6°”, Demnach ist die Anzahl der in r(dr.) enthaltenen Dreier 
=4N(N—1)—(N-3)—1=4N—3)(N—4). 


43 * 
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6. 

Erster Satz Lassen sich bei N = 2» —1 Elementen alle Zweier 

durch Dreier darstellen, so ist dies auch bi N+(N-1)=4r —1 
Elementen der Fall. 

Beweis. Der Beweis dieses Satzes wird am einfachsten a posteriori 
geführt; indem man das zu der fraglichen Darstellung erforderliche Verfahren 
angiebt und die Richtigkeit desselben darthut. 

Man bezeichne also 2»— 1 Elemente durch @,, &, ... &,_,; 2v andere 
durch d,. bs, ... &,,_1, d,,, und unterscheide diese beiden Arten von Ele- 
menten durch die Namen « und 5. Nun stelle man zuerst alle mit den 
Elementen « möglichen Zweier durch Dreier dar, was unserer Voraussetzung 
zufolge möglich ist; die Reihe dieser Dreier bezeichne man durch (aaa). 

In Bezug auf die 27 Elemente 5 bilde man nach der Regel für die 
erste Forderung (Art.2) die 2v—1 gleichzähligen Gruppen, indem man da- 
bei die umgekehrte Ordnung der Elemente (b;,, b2,_1, -.. d:, d,) zu Grunde 
legt. Den in der ersten Gruppe enthaltenen Zweiern theile man ein und das- 
selbe Element a, z.B. «,, zu, wodurch sich die Gruppe in eine Gruppe von 
Dreiern verwandelt. Dasselbe thue man in Bezug auf alle anderen Gruppen, 
indem man jeder der 2v—i Gruppen ein anderes der 2v—1 Elemente « zu- 
theilt. Bezeichnet man den Complex von Dreiern, welche man auf diese 
Weise aus allen Gruppen zusammen erhält, durch (abb), so stellen (uwa) 
und (abb) zusammengenommen alle mit den 4v—1 Elementen a,, @&, ... &,-ı> 
bi. da, ... Ö,, möglichen Zweier durch Dreier dar. 

Denn die mit diesen 4v —1 Elementen gebildeten Zweier bestehen 
entweder aus zwei Elementen «@ oder aus zwei Elementen 5 oder endlich aus 
einem Elemente « und einem Elemente d. Die erste Art von Zweiern wird 
durch die Reihe (aaa) dargestellt, welche nach unserer Annahme alle mit 
zwei Elementen « gebildeten Zweier, und keine anderen, enthält. Die beiden 
anderen Arten werden durch die Reihe (a5bb) vollständig dargestellt. Denn da 
die ursprünglichen Gruppen zusammengenommen aus allen mit zwei Elemen- 
ten 5 gebildeten Zweiern bestehen, so sind diese auch in (a5bdb) neben den 
Elementen « enthalten. Da ferner jede ursprüngliche Gruppe alle Elemente 5 
enthält und jeder Gruppe ein anderes Element a zugetheilt wurde, so befindet 
sich in (add) jedes Element « mit jedem Elemente 5 verbunden; folglich 
stellen die Reihen (aua) und (abb) zusammengenommen alle mit den 4v—1 
Elementen @ und 5 möglichen Zweier durch Dreier dar; w. z. b. w. 
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Beispiele. Hat N seinen kleinsten Werth 3, so werden alle mit 
den drei Elementen 1, 2, 3 möglichen Zweier durch den Dreier 123 dar- 
gestellt. 

Kommen zu den drei Elementen « (1,2, 3) noch vier Elemente 5 
(4, 5, 6, 7) hinzu, so sind in Bezug auf diese die 3 gleichzähligen Gruppen 


76 75 74 
54 64 695. 


Theilt man der ersten das Element 1, der zweiten das Element 2 und der 
dritten das Element 3 zu, so ist die Reihe (abb): 


176 275 374 
154 264 365; 


man findet also, da (aa) sich auf den Dreier 123 reducirt, bei lexico- 
graphischer Ordnung: 


125 145 167 246 257 347 356, 


wodurch alle mit den 7 Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 möglichen Zweier 
durch Dreier dargestellt sind. 

Nennt man diese 7 Elemente die Elemente « und kommen zu ihnen 
S Elemente d: 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 hinzu, so sind in Bezug auf 
diese die 7 gleichzähligen Gruppen 


1514 1513 1512 1511 1510 15 9 15 8 
139 14 8 1413 1412 1411 1410 14 9 
1210 12 9 119 138 1312 1311 1310 
11 8 1110 10 8 109 98 28 1211. 


Theilt man der ersten das Element 1, der zweiten das Element 2 zu u. s. w. 
und fügt der auf diese Weise entstehenden Reihe («5b) die Reihe (aaa) 
bei, so findet man bei lexicographischer Ordnung: 
123 2 46 356 4 11 15 6 915 
145 257 3 810 4 12 14 6 10 14 
167 2 814 3 911 589 6 11 13 
1811 2 912 3 12 15 5 10 15 ? 815 
1913 2 10 11 3 13 14 > 11 14 7 914 
1 10 12 2 13 15 4 813 5 12 13 7 10 13 
1 6 


82 71m, 


14 15 3 4 7 4 910 
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wodurch alle mit den 15 Elementen 1, 2,... 14, 15 möglichen Zweier 
durch Dreier dargestellt sind. 

























cf 

Zusatz. Die Ordnung der Elemente 5, welche bei der Gruppenbil- 
dung zu Grunde gelegt wird, ist bei dem eben angegebenen Verfahren gleich- 
gültige. Wählt man jedoch, wie oben geschehen, die umgekehrte Ordnung der 
Elemente. so ist es leicht, aus dem Ergebnisse des Verfahrens. nämlich aus 
der Reihe von Dreiern, welche alle mit den 4r—1 Elementen « und 5 mög- 
lichen Zweier darstellt, eine solche gemischte Darstellung aller mit 4v— 3 
Elementen möglichen Zweier (Art.5) abzuleiten, dafs die dabei vorkommende 
Reihe von Zweiern, r(zw.), eine einzige Periode mit sich selbst folgenden 
Elementen bildet. 

Scheidet man nämlich diejenigen Dreier aus, in welchen die beiden 
höchsten Elemente 5, d,, und d,,_, vorkommen, die also sämmtlich der Reihe 
(abb) angehören, so rühren dieselben von den Zweiern der Gruppen her, 
welche die genannten Elemente enthalten. Diese Zweier sind aber, wie aus 
(1.) (Art. 3) erhellt, wenn man dort v statt « und d,, b,,.... statt 1, 2, ... 
schreibt, nach der Ordnung der Gruppen: 


b», b;, —] b;, b, ) b>, D._3 b;, D.,— Br b., b; b,, b;_ı 


v2 
Bu b, BR D..—2 b.,— D2,3 EZ b.,—ı b; +-1 B.. b; 
b,, b; b,, b, 


A. B.,_ı b; d,,- dr 
Demnach ist die Reihe r(zw.), wenn man der ersien Gruppe das Element «,, 
der zweiten das Element «, zutheilt u. s. w. 


b,a,, Q,b2,_2, D2,_2Q;, Ayb2,_3, D2,_3@4, Ayd2,_45 


Ör1@2,_15 dy,_dir b,0,,—,415 d,,_,41 91-13 
... B5l,_25 Ada, BA,-ı, Ar, di; 
also eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen. Hierbei ist 
noch zu bemerken, dafs a, dasjenige Element ist, welches mit 6,, und 5,,_, 


einen Dreier bildet und folglich in »(zw.) nicht vorkommt. 


S. 


Zweiter Satz. Ist die Darstellung der Zweier durch Dreier bei 
N Elementen möglich, und läfst sieh aus derselben eine solche gemischte 
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Darstellung der mit N — 2 Elementen möglichen Zweier ableiten, dals 
die dabei vorkommende Reihe von Zweiern r(zw.) eine einzige Periode 
mit sich selbst folgenden Elementen bildet, so ist die Darstellung der 
Zweier durch Dreier auch bei 2N — 5 Elementen möglich. 


Beweis. Auch hier werden wir zuerst das zur fraglichen Dar- 
stellung führende Verfahren angeben und dann die Richtigkeit desselben er- 
weisen. 

Es seien @&,., &, O4, ... &y a N—2 Elemente; die Reihen r(dr.) 
und r(zw.), aus welchen die abgeleitete und gemischte Darstellung der mil 
denselben möglichen Zweier besteht. bezeichne man nunmehr durch (a««) 
und (@«a); auch sei «, das in (««) fehlende Element und diese Reihe bilde 
die (aus N — 3 Zweiern bestehende) Periode 


Nun seien P,, Pas Pas »-» Pn-s N—3 andere Elemente; man theile dieselben 
ihrer umgekehrten Ordnung nach den Zweiern der Periode zu; nämlich dem 
ersten Zweier das Element #y_;, dem zweiten das Element Py_,, u. s. f. bis 
zum letzten Zweier, welcher mit /, verbunden wird. Auf diese Weise erhält 
man eine Reihe von N—3 Dreiern, welche durch (@«/) bezeichnet werde. 


Mit den Elementen 5, deren Anzahl = N —3 und also gerade ist. 
bilde man nun mit Zugrundelegung der umgekehrten Ordnung, die N — 2 
ungleichzähligen Gruppen nach der Regel für die zweite Forderung (Art. 4). 
Den Zweiern der ersten Gruppe, welche «alle Elemente 5 enthält, theile man 
das in (@«) fehlende Element «, zu; denjenigen der zweiten das Element «;. 
denjenigen der drilten o,, u. s. f. Auf diese Weise verwandeln sich alle 
Zweier der Gruppen in Dreier, deren Complex man durch («ß/3) bezeichne. 
Die drei Reihen (@a«), (@aP) und (@«P) zusammengenommen stellen alle 
mit dn NW —2--N—3—=2NX—5 Elementen « und möglichen Zweier 
durch Dreier dar. 

Denn die mit je zwei Elementen « gebildeten Zweier werden, der 
Annahme zufolge, durch die Reihen (@«@«) und (a@«) dargestellt, sind also 
sämmllich theils in (@««), theils in (@«/) ‘neben den Elementen /? enthalten. 
Ferner werden die mit je zwei Elementen / gebildeten Zweier durch die 
N—2 Gruppen dargestellt, befinden sich also sämmtlich in (@?/) neben den 
Elementen «. Was endlich die aus einem Elemente « und aus einem Elemente ? 
bestehenden Zweier betrifft, so ist «,, welches Element der ersten Gruppe 
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zugetheilt worden, dadurch mit jedem Element 5 verbunden. Von den übrigen 
Elementen « ist leicht zu zeigen, dafs sie in (@«/P) und (@«PP) zusammen- 
genommen ebenfalls neben jedem Elemente $ vorkommen. Denn in (@«) oder 


A) / ( 
142) Ü3PN—3 “ 142 Gi; Pn- J 1071 U; Px-s “ .0.. ÜN—3 On: P; 5) ÜNn_: 149) Pi 


sind &. 03, &» ».. &y_. mit je zwei Elementen 5 verbunden; nämlich ihrer 
Ordnung nach mit den Paaren 
Pıßax=» Pr-sPx-; Ps-Px-> en Ps Pa; P>Pı; 

diese Reihe ist aber auch zugleich diejenige der characteristischen Zweier 
der Gruppen, von der zweiten angefangen, wie aus (Ill.) folgt, wenn man 
darin N—3 statt Qu und A, Pa, -.. stalt 1, 2,... setzt. Sie ist also auch 
ferner die Reihe der Elementenpaare 5, mit welchen &,, «;, ... &y_, in (aPP) 
respeclive n2cht verbunden sind. Hieraus erhellt, dafs jedes Element « in 
(ca) und («PP) zusammengenommen neben allen Elementen und zwar nur 
einmal vorkommt; woraus schliefslich folgt, dafs alle mit den 2N—5 Elemen- 
ten « und /? möglichen Zweier in (@c«), (va) und («PP) zusammengenommen 
und zwar nur einmal vorkommen müssen, w. z. b. w. 

Beispiele. Man seize N=7 und bezeichne die N—2 Elemente « 
durch 1. 2, 3. 4. 5. Scheidet man aus der Reihe 


123 145 167 246 257 347 356, 


welche die mit den Elementen 1, 2, 3, 4, 5. 6, 7 möglichen Zweier durch 





Dreier darstellt (vergl. oben), die mit 6 und 7 verbundenen Dreier aus, so 
erhält man für (aae, 
1253 145 


und für (aa 
24 25 34 35 oder 24 43 35 52, 


also eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen *). Setzt man 
daher «,. &, @%;, &,, a, respective gleich 1. 2, 4, 3, 5 und bezeichnet die 
N—3==4 Elemente % durch 6, 7, 8. 9, so erhält man für (@«) 


249 438 357 526. 


Bildet man nun mit 6, 7, 8, 9 die 5 ungleichzähligen Gruppen, so sind diese 


d 


*) Dafs dies der Fall sein müsse, läfst sich aus dem Zusatze zum ersten Satze a 
priori schlielsen, wenn man das Verfahren bei der Herleitung der Reihe 


123 145 167 246 257 347 356 
berücksichtigt. 
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1110 119 118 117 116 
9 71106 109 108 107 
86 87 76 96 98, 





folglich ist («aß P) 
197 287 476 396 598 
186. 
Es werden daher alle mit den 9 Elementen 1, 2, .... 9 möglichen Zweier 
bei lexicographischer Ordnung durch die Reihe von Dreiern 
123 179 278 369 
145 249 348 467 


168 256 357 589 
dargestellt. 


Setzt man nun N == 9 und bezeichnet die W— 2 = 7 Elemente « 
durch 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, so findet man aus der eben dargestellten Reihe, 
wenn man die mit 8 und 9 verbundenen Dreier ausscheidet, für (@««) 


123 145 256 357 467 
und für (@«) 

16 17 24 27 34 36 
oder 

16 63 34 42 27 71, 


also gleichfalls eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen. 
Setzt man daher «,, «&, &;, &y, 5, %, a, Tespectlive gleich 5, 1, 6, 3, 4, 
2, 7 und bezeichnet die N— 3==6 Elemente £ durch 8, 9, 10, 11, 12, 13, 
so kommt für (@«P) 

1613 6312 3411 4210 279 718. 


Bildet man ferner mit den Elementen £ die 7 ungleichzähligen Gruppen. so 


sind diese 
1514 1513 1512 1511 1510 15 9 15 8 


13 9| 14 8 1413 1412 1411 1410 14 9 
1210 12 9 11 9 13 S 1312 1311 1310 
11 8 1110 108 109 98 128 1211. 
folglich ist («9 P): | 
513 9 112 9 6119 3138 41312 21311 71310 
51210 11110 6108 3109 4 98 212 8 71211 
511 8 | 
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und die Reihe von Dreiern, welche alle mit den 13 Elementen 1, 2,... 13 


möglichen Zweier darstellt, lexicographisch geordnet, ist: 





123 2410 3411 467 51012 
145 256 357 489 6 810 
1 613 279 3612 A113 6 911 
178 2812 3813 5 8i1l 71013 
1 912 21113 3910 5 913 71112 
11011. 
9. 
Zusatz. Hat man nach dem eben angegebenen Verfahren aus der 


Reihe von Dreiern, welche die mit N Elementen möglichen Zweier darstellt, 
diejenige in Bezug auf 2N —5 Elemente hergeleitet, so kann man auch aus 
der letzteren eine solche gemischte Darstellung der mit 2N—7 Elementen 
möglichen Zweier ableiten, dafs die dabei vorkommende Reihe von Zweiern 
r(zw.) eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen bildet. 

Dieser Zweck wird erreicht, wenn man die beiden höchsten Elemente ‚>, 
Px-; und Py_,, zu den auszuscheidenden wählt. Diese Elemente kommen nur 
in den Reihen (««pP) und («P5P) vor, und zwar in (««P) nur in den Dreiern 
0, und &a,Px_. Um alle mit Ay; und Py-ı verbundenen Dreier 
der Reihe (@«//P) zu erhalten, gehe man auf die Tafel (II.) (Art. 4) zurück, 
welche von jeder der mit 2u Elementen gebildeten ungleichzähligen Gruppen 
die mit den beiden höchsten Elementen (2«) und (2u—1) verbundenen Zweier 
ausdrücklich angiebt. Schreibt man in derselben N—3 statt Zu und P,, Pa --- 
statt 1, 2, ..., so sind die mit Ay_,; und /Ay_, verbundenen Zweier der 
Gruppen, nach der Ordnung dieser letzteren, 


Pn-sPr Prmß: 8" Gruppe fehlt) Pr-sfı Pr-sPr-r 
Pr-ıPs 
PnsPx-s Pn-sPr-s Pxr-sßfı  Pa-spi-ı 
Pr-Pı Px-Px-: Pr-ßır Proßı 

Px-Pı Pr-sßs 

Pxr+Ps Px-Ppr: 





Theilt man hier den Zweiern der ersten Gruppe das Element «,, denjenigen 
der zweiten das Element «, zu u. s. w., so erhält man, wenn man noch die 
beiden der Reihe (««ß) angehörigen Dreier ,a,ßy_; und &;«,Py-, beifügt, 
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alle auszuscheidenden Dreier; demnach ist die Reihe r (zw.): 


0 Ps %fr (fehl) ,P, (fehl) PR; Pr 


> ff] 
A ) 
ON—-i+1 P; ÜN-34 2 Pr-ı .. 0° 0 N—3 IE ON: ß; 
17 fd 
en-irı Par On-342 wur O3 [5 Ans 


welche auf folgende Weise geordnet 


P3 4, er Pr &, 01, 05 030, 04 Pi Pı 16 GPN-; 


Pn-5% Wlns +++ Prrnen-r Unna 


> ) / " 
Preyaız Ay Pı-ı ... PUN-3 oy_sßa P; ON. en [93 


eine einzige Periode mit sich selbst folgenden Elementen bildet. 


10. 


Dritter Satz. Ist N eine beliebige Zahl von der Form 6n+1 
oder 6n--3, so lassen sich alle mit N Elementen möglichen Zweier 
durch Dreier darstellen. 


Es ist bereits gezeigt worden, dafs der Satz für N—=3, N=7, N—9 
gilt (Art.6 und 8), und dafs in den beiden letzten Fällen die oben näher 


bezeichnete gemischte Darstellung für N—2, d. h. 5 und 7 Elemente möglich 
ist (Art. 7 und 9). 


Man kann daher sowohl im ersten Satz (Art. 6) als im zweiten Satz 
(Art.8) N=7 und N=9 setzen, und es ergiebt sich dann durch jene Sätze 
und die Zusätze (Art. 7 und 9), dafs der zu beweisende Satz, aufser für 
das schon erledigte N—=9, auch für N=13, N—= 15, N—= 19, und mithin 
für alle Zahlen von der Form 6n-+1 und 6n-+3 bis zur Grenze 20=12.2—4 
gilt, und zugleich, dafs für alle diese Zahlen von N—17 an, die früher bezeich- 
nete gemischte Darstellung in Beziehung auf N—2 Elemente möglich ist. 


Diese Ergebnisse lassen sich ohne Schwierigkeit von der Grenze 
12.2 — 4 bis zu jeder beliebigen höheren ausdehnen. In der That, gesetzt 
die Ausdehnung wäre so weit geschehen, dafs sie alle Zahlen N der ange- 
gebenen Formen bis zur Grenze 12.m —4 umfalst, wobei =» mindestens 
gleich 2 vorausgesetzt wird, so sind unter diesen Zahlen 

6m-+1, 6m-+3. 
44 * 
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Wendet man auf dieselben die beiden Sätze mit ihren Zusätzen an, so 
wird dadurch die Ausdehnung auf die vier Zahlen 


12m —3. 12m-+1, 12m +3, 12m +7, 
d. h. auf alle Zahlen der angegebenen Formen bis zur Grenze 
12m +8 = 12(m+1)—4 

bewirkt. 

Hieraus folgt, dafs die obigen Ergebnisse, welche bis zur Grenze 
12.2 —4 gelten, sich bis zur Grenze 12.3 —4, hieraus, dafs sie sich bis 
zur Grenze 12.4—4 ausdehnen lassen u. s w.; folglich gelten sie allgemein. 

Hiermit ist der dritte Satz für alle Zahlen N der Formen 62-1, 
6n +3 bewiesen und zugleich gezeigt, dafs für alle diese Zahlen, von N—= 
an, die im zweiten Salze vorausgesetzte gemischte Darstellung in Beziehung 


. 


auf N — 2 Elemente möglich ist. 
Frankfurt a. M.. im Herbst 1856. 
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Ueber die Focalpunkte der Flächen zweiten Grades. 


(Von Herrn Heilermann zu Coblenz.) 





Indem ich mich, angeregt durch eine Aeufserung von Chasles ( Apergu 
historique etc. Note 31), mit der Frage beschäftigte, ob und in welcher Weise 
der Satz, dafs bei der Ellipse die Summe und bei der Hyperbel die Differenz 
der Brennstrahlen von constanter Gröfse ist, auf die Flächen zweiten Grades 
auszudehnen sein möchte *), habe ich einige, so viel ich weils, noch nicht 
bekannte Eigenschaften der letzteren aufgefunden, welche mitzutheilen ich mir 
erlaube, weil sie nicht nur für den genannten, sondern auch für die übrigen 
auf die Brennpunkte der Kegelschnitte sich beziehenden Sätze die gewünschte 
Verallgemeinerung enthalten. 








$. 1. 
Um eine Fläche zu bestimmen, welche mit dem Ellipsoide 
x? y? 22 
-u r en . 
confocal ist und durch einen Punkt m—=(xy2) desselben geht, setze man 
2 2 2 





x / z 
(1.) a —d: + rz + ed? — 1. 


Nimmt man nun an, dafs «>5> ec und läfst d’ alle Werthe von — s bis 
-+-oo durchlaufen, so erkennt man, dafs dieser Gleichung aufser durch d— 0 
auch noch durch zwei andere reelle Werthe Genüge geschieht, und dafs. 
wenn diese Wurzeln mit d, und d, bezeichnet werden, 


a>d, >bd >d > e. 
Setzt man nun zur Abkürzung 
a=a—d, beb—d, d=d—d,, 
3—=ad—d, b=b—d, ed —d,, 


so sind 





*) Dafs dies schon durch Jacobi (Band 12 dieses Journals) und Herrn Michael 
Roberts (Liowvilles Journal, Band 10) in verschiedenem Sinne geschehen ist, was mir 
unbekannt geblieben war, hat bereits Herr Weierstrass erwähnt, als derselbe die ın vor- 
liegender Abhandlung entwickelten Sätze der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
vorlegte (Monatsbericht der Akademie, April 1858). 
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(2.) tat = 1, 


a 
2: y? zi 
(2.)ı atete ra 1, 
2? y? 2? ag 
(2.): atnte — 1 
die drei confocalen Flächen, welche durch den Punkt m = (xyz) gehen, und 


„war ist (2.), ein einschaliges und (2.), ein zweischaliges Hyperboloid. 
Aus der Gleichung (1.) ergiebt sich ferner 


8) dB = a — (a 4yY’42?), 
2,12 7 C9RT EA A 
4) dd = abe ++). 
5.) (“—b’X — ec)" — (bi) — c)2° — (R— bi) — C)x” — aaa} 
5.) (eb —a)y = (bk—c)\b—a)y’ = (b—C)E— a) Yy: — bil} 
5.) (E—aC— 6)’ — (d- a) bi)2 = (SR) 6) — dc. 
$. 2. 


Die Ebenen, welche die confocalen Flächen (2.) in dem Punkte 
m —(xryz) berühren, sind 








» 


‚Pp EX ge 5 3 
(6.) —c7 yır @zı == 7, 


» L Y 2 
6) Furtrgytası m. 




















a e, 
(6.): aertentga= 1, 
und sie stehen auf einander senkrecht, denn es ist 
A * Fi F nr . 
3 ” m r = ae 
„2 ‚2 2? 
Par + 7; 2 ST 0, 


wie sich sogleich ergiebt, wenn man die Gleichungen (2.) paarweise von ein- 
ander subtrahirt. 

Ferner schneiden sich, wie zuerst Dupin erkannte, die Flächen (2.) 
gegenseilig in den Krümmungslinien, und die Berührungsebenen (6.) sind 
zugleich die Haupinormalebenen der Flächen (2.). 
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Bezeichnet man die Punkte, wo die Axen der Flächen (2.) von den 
Ebenen (6.) geschnitten werden, der Reihe nach mit p, pı., ps; G 41» 9: 
r, Tı, 7, und den gemeinsamen Mittelpunkt der Flächen mit ©, so sind 


2 


O,=— und 0m, — . 
KL \ KL 





die Stücke, welche durch die Ebenen (6.), und (6.), auf der z- Axe abge- 
4 schnitten werden. Durch Multiplication dieser und der entsprechenden Stücke. 


welche auf den anderen Axen abgeschnitten werden, entsteht 
a, a, b’b? c' 


. Og.. 0q: u a Or,. Or, = 
oder mit Berücksichtigung der Gleichungen (5.) 


(.)  Op..Op = (a —b’)(a*— ec?) 


a° ’ 


- N 


ce 
2 


2 
2 


Op, . Op. = 








DR 








| 


D— e(b? a? 
(7): Oyı. 09: — - ar h: 


(7) Or,.Or, — ee ' 
In derselben Weise erhält man für die Abschnitte, welche durch die Haupt- 
normalebenen (6.) und (6.), des einschaligen Hyperboloides (2.), auf den 
Axen bestimmt werden, die Gleichungen 








a 


(3)  O0p.Op = (a —b)la —e,) 





,—o)e — a, 
8) 0y.09 = (d, . a) 
(8): Or.Or, — (ade —b). 


c ’ 





und drittens ist für die Stücke, welche durch die Hauptnormalebenen (6.) 
und (6.), des zweischaligen Hyperboloides (2.), auf den Axen abgeschnitten 
werden, ebenso 

)(a, —c}) 
a, 





| 


(9)  0p.0p, — 


9’ 





| 


9  0g.0y, — Pa —at) 





b? ’ 
(9); Or.Or, = Zei) 


Diese Gleichungen zeigen, dafs die Haupinormalebenen, welche durch 
denselben Punkt einer Fläche zweiten Grades gelegt werden, auf den 
R Axen Stücke abschneiden, deren Rechteck constant ist. 
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Trägt man nun das unveränderliche geometrische Mittel der Seiten die- 
ser Rechtecke auf den Axen der Flächen nach beiden Seiten ab, so erhält 
man in jeder Axe einer Fläche zwei symmetrisch gegen den Mittelpunkt 
gelegene feste Punkte. Bezeichnet man diese Punkte für das Ellipsoid (2.). 
so wie sie in den Axen 2a, 2b, 2c liegen, der Reihe nach mit «, «', ßP, ß', 










so isl 






nr Mr 
„re 


2 2 2 2 

— Wan a’ — b’) (a — c 

00 — 0 — A N 
a 









(10) (Op = Op = Me Zei 
v 















0, 0 Een, 


2 


4 









Werden für die beiden Hyperboloide (2.), und (2.), die entsprechenden Punkte 
ın entsprechender Weise bezeichnet, so ist auch 










(10.), 






























Diese festen Punkte 
os, Ger Br: Da. 
0; Pıs Pi; Yı» AJı 
A 5 Pas Pas 729 Y2 
mögen, da sie in wichtigen Eigenschaften mit den Brennpunkten der Kegel- 
schnitte übereinstimmen, Focalpunkte der Flächen (2.) genannt werden. 
Nach den Gleichungen (10.) ist es klar, dafs die Focalpunkte in der 
grolsen und in der kleinen Axe des Ellipsoides, nämlich «, «', y, y’ reell 
und diejenigen der mittleren Axe /, ’ imaginär sind. Das einschalige Hyper- 
boloid hat nur ein Paar reelie Focalpunkte, nämlich «&,. «\ in der grofsen 
reellen Axe. während die den anderen Axen angehörigen ß,, f} und yı, 7, 
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imaginär sind. Das zweischalige Hyperboloid dagegen besitzi wieder zwei 
Paar reelle Focalpunkte, nämlich &,, «, und ,, 5 in der reellen und der klei- 
nen imaginären Axe, und nur die der grofsen imaginären Axe sind imaginär. 

Verbindet man nun die Gleichungen (10.) mit denen unter (7.). (8.) 
und (9.). so erhält man 















































je .0p = 0a — 00", 
(11) 709.09 = OB — Op", 
few. Or, — 07 — 0y", 
jr . Op: —= 0a, — OK‘, 
(11.), /0g .09 = OR, — OB), 
\or .Or, — 0y, = 05), 
Pr .0p, = 00, — 00, , 
(11. 709.09, = OR — OpR, 
Or .Or, = 07; — O7, 


Diese Gleichungen zeigen, dafs 


die veränderlichen Punkte p, und p, gegen die Focalpunkte « und «' 


) 


- - - M-M = - - Bi: Bi, 
' 

u. e wi i BE nn ” ” Be er 

er . - DD - Py - - - re 
4 

- - -.94 - Mg - - - > Pr 
” m n 

er . . N) - nn - Fr ’- Yyı = fs 

BR _ - p - Pı _ - _ & - ee, . 

_ — / m qı zo un m. Ps ar PR ’ 
4 
” ii ” Be Wi ne - er ae 7 


immer harmonisch liegen. Die Flächen zweiten Grades, welche einen Mittel- 
punkt haben, besitzen also folgende Eigenschaft: | 
Legt man durch einen Punkt einer Fläche zweiten Grades die beiden 
Hauptnormalebenen, so wird jede Are von diesen Ebenen in zwei 
Punkten geschnitten, welche gegen die Focalpunkte dieser Axe har- 
monisch liegen. 
Denkt man sich nun durch eine Normale einer Fläche zweiten Grades 
noch zwei Ebenen gelegt, welche durch die derselben Axe angehörigen 


Focalpunkte gehen, so liegen auch diese gegen die Hauptebenen derselben 
Journal für Mathematik Bd. LVI, Heft 4. 45 
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Normale harmonisch, und weil diese auch aufeinander senkrecht stehen. so 
folgt, dals 

die Hauptnormalebenen eines Punktes die Winkel der Normalebenen, 
welche durch zwei Focalpunkte derselben Axe gehen, halbiren. 




















S. 3. 


Fällt man von den Focalpunkten &,, ce, und dem Mittelpunkte des 
zweischaligen Hyperboloides auf eine Hauptnormalebene desselben, etwa die 
Ebene (6.), die Senkrechten d,, 5, und &, so ist bekanntlich 


















































1 EEE : 
u . + h* Tr ec’ 
und 
a? Yla; —b})(a—e?) u’ 
iss —+ Id 1, 
ei L di, FA 
EEE a? Y(a? —b?)(a? — ce?) ‚a‘ 
sm —— w. 
£ a, X 
Da aber nach (5.) 
Y(a? —b?)(a? — ec?) __ ua, 
a, 4° 
so ist auch 
2 2 
a aa, a 
b,:$ = ——+ —:— — ata:a 
ER x = 8 T4:@, 
. ee - 5 
b:5—= —— —:— —4—a:d. 
2 2-8 


Folglich ist 


b.. = a — a: di: a 
oder 








2 £2 
6.6 = 
Nun ist aber nach (4.) 
dd — abc, 
mithin 
12) 8.5, — TE. 


Denkt man sich nun, dafs die Hauptnormalebene (6.) an der Krümmungs- 
linie, in welcher das Hyperboloid (2.). von dem Ellipsoide (2.) geschnitten 
wird. sich entlang bewegt, so ändern sich die Senkrechten b, und 5}, aber 
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ıhr Product bleibt nach der vorstehenden Gleichung unveränderlich, da nicht 
nur d’c’, sondern auch d’ = a’ — a? denselben Werth beibehäilt. 

Diese Eigenschaft ist aber nicht beschränkt auf die Focalpunkte «, und 
c» und die Hauptnormalebene (2.) des zweischaligen Hyperboloides, sondern 
läfst sich in derselben Weise von allen reellen Focalpunkten einer Fläche 
zweiten Grades und ihren Hauptnormalebenen beweisen, so dafs allgemein 

das Product der Entfernungen einer Hauptnormalebene einer Fläche 
zweilen Grades von den Focalpunkten dieser Fläche unveränderlich 
bleibt, wenn jene Ebene sich an einer Krümmungslinie dieser Fläche 
entlang bewegt. 

Schneidet man auf der kleinen (imaginären) Axe eines Kegelschnittes 
Stücke gleich der Excentricität ab, so ist bekanntlich die Summe der Quadrate 
der Entfernungen dieser Punkte von einer Tangente des Kegelschnittes con- 
stant. Auch diese Eigenschaft findet sich bei den Krümmungslinien der 
Flächen zweiten Grades wieder. Bestimmt man z.B. zu den imaginären Focal- 
punkten y,, 7, welche der gröfseren imaginären Axe des zweischaligen Hy- 
perboloides (2.), angehören, in derselben Axe die Punkte «, und «s so, dafs 











— — 2 
2 ? 2 2 (e"— a?) (e*—b°) 
Vu; zn Oi = 07; zu 0, =— A 
2 


u c 


und fällt von den Punkten «, und «, auf die Ebene (2.) die Senkrechten X, 
und A), so ist zunächst 














n.:— jez). 
ee | BR ar 
2 i 2 
Me — _ Ya) —b,) RN 
2 | —e? z 
Dazu ist aber nach (9.); 
(a) —b) __ ey—-.c? 
V —.c? 2 
folglich 
ki c+y—ca:c 
KK: —= c—y—c:c 
und 
en 1 A 2 e—ce _ gl, 
die "  . 
Benutzt man nun wieder die Gleichung (4.), so entsteht 


Er 


(18) BK4k = 2%7- 


45 * 
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woraus sich die oben angeführte Eigenschaft der Punkte u, und w ergiebt. 
Zugleich ist aus der Herleitung sichtbar, dafs sich diese Eigenschaft ebenso für 
die anderen imaginären Fokalpunkte %, P', P,, P} und y,, Yı entwickeln läfst. 


S. A. 


Um nun eine Eigenschaft der Flächen zweiten Grades zu finden, welche 
dem allbekannten Satze von der Summe und Differenz der Brennstrahlen eines 
Kegelschnittes analog ist, verbinden wir einen beliebigen Punkt m = (xry?), 
in welchem sich die Flächen (2.) schneiden, mit einem der Focalpunkte, etwa 
mit @. Es ist dann 


.. — (z+! ke’ —# ud —.c? E & y2+ 


dazu ist offenbar, dafs die Gleichung les Ellipsoides (2.) allein nicht genügt, 
um die drei Coordinaten des Punktes »» durch eine auszudrücken, sondern 
zwei, z. B. die des Ellipsoides und die des einschaligen Hyperboloides, dazu 
erforderlich sind. Aus den Gleichungen 








1, 


folgt zunächst! 


und dann durch Verbindung 
b’e? _ bie “ 22 1.2 
( 8 )e u. e— 6) +(0 — 5b)’ es — be — bie. 
dd” 
Setzt man nun Wi noch di = b' ir und g=c’—d,, so erhält man 


a 
a DR ce — di’ 4 ad; — ab’ — a’c”) va 


Dazu ist 


(a? — b*)(a’— ce?) \” 2 En — . ö 
(x+- ) = +2 ya da —- ed) — + 


da 











folglich 
—. u pair er _- (“— ab’ — acc) — Pr N 
b’e’ 


0) 7 a” 











+ — Ya — ba — 


ua, 








BEE TE EN 
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Beachtet man nun noch, dafs nach Gleichung (5.) 





ry(a —b)( —c) = aa,a,, 

so erhält man 
— Be 
(14) ma —= (a1tMa) —- —: 


da 





Um für diese Gleichung einen geometrischen Ausdruck zu erhalten. 
denke man sich die Kugel 


(15.) Pe a RE — b’e 


a a 











, be ‚ j 
welche um den Focalpunkt & mit dem Halbmesser “- beschrieben ist. und 
- ! 


ziehe von dem Punkte m an diese die Berührende mf. Es ist nun 


— 2 b’e? 
mf = ma — —-. 
“u 








folglich 
(16.) mf = a+tU.. 


Wenn man nun die um einen der Focalpunkte a oder « 


mit dem 
Halbmesser = beschriebene Kugel (15.) Focalkugel des Ellipsoides (2.) und 


die von einem Punkte dieser Fläche an die Focalkugel gezogene Tangente 
Focalstrahl nennt, so ist nach der vorstehenden Gleichung 

der Focalstrahl eines Punktes m eines Ellipsoides gleich der Summe 

oder Differenz der durch den zugehörigen Focalpunkt gehenden 

Halbaxen der Hyperboloide, welche mit dem Ellipsoide confocal sind 

und denselben Punkt m enthalten. 

Der Focalstrahl »»f ist gleich Null, d.h. der Punkt »n liegt in der 

Kugelfläche (15.), wenn | 

4 = GM; 

oder u A. 


Nun sind aber bekanntlich die beiden Wurzeln der Gleichung (1.) zu- 
gleich die Halbaxen des Diametralschnittes des Ellipsoides (2.), welcher parallel 
der Berührungsebene des Punktes n ist; wenn nun die Halbaxen jenes 
Schnittes gleich sind, so ist er, mithin auch jeder parallele, ein Kreis und der 
Punkt »n selbst einer der vier Kreispunkte des Ellipsoides. 

Hieraus geht hervor, dafs 

die Fläche eines Ellipsoides von jeder zur grofsen Axe gehürigen 
Focalkugel in zwei symmetrisch gegen diese Axe gelegenen Kreis- 
punkten berührt wird, 
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und dafs 
die Normalen der Kreispunkte eines Ellipsoides sich in den Focal- 
punkten der grofsen Are schneiden 


S. >. 
Verbindel man den Punkt auch noch mit einem der kleinen Axe des 
Ellipsoides angehörigen Focalpunkte, etwa mit y, so ist zunächst 


4,3 2 ? 2 2 
2 21,2 1f. 32 ee 
TEE) +(2 x ce . 











und hieraus findet sich durch Umformungen, welche mit denen des vorher- 
gehenden Paragraphen ganz IRERHEENGD, 





2 
| a?b? 
vr. 12 
my = (6+6) 773 








Nun ist aber ec, und &,, also auch e,+c, imaginär, mithin in reellen Grölsen 











2 °h° 
17) ıy = —- — (V-dry-) 


ce” 












Beschreibl man also um den Focalpunkt 7 mit dem Halbmesser = die Kugel 


















(18.) 22ı21[0.4 Ye? — a" — bh? ) — a i- 
9. Fri 


’ 






so liegt der Punkt »», mithin das TIERE: innerhalb PER und es tritt 
an die Stelle der Berührenden, welche oben an die zur grofsen Axe gehörige 






Focalkugel gelegt wurde, hier eine kleinste Halbsehne des Punktes m. Be- 
zeichnet man diese mit nA, so ist 


212 
_—) a?b 
mh 




















folglich re 

(19) mia = Yy-g+y—c. 
Wenn man nun auch der Kugel (18.) und der kleinsten Halbsehne derselben 
die Namen Focalkugel und zugehörigen Focalstrahl giebt, so ist nach (19.) 
der Focalstrahl eines Punktes m eines Kllipsoides, welcher zu einer 
äufseren Focalkugel gehört, gleich der Summe oder Differenz der 
durch den zugehörigen Focalpunkt gehenden Halbaxen der Hyper- 
boloide, welche mit dem Kilipsoide confocal sind und den Punkt m 
enthalten. 
















Auch der Werth des zu der äufseren Focalkugel (18.) gehörigen 
Focalstrahles »»4 wird nach (19.) Null, wenn 
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C, = C 
oder 
d, = d,. 


Mithin werd die Kläche eines Ellipsoides auch von jeder zur kleinen 
Axe gehörigen äufseren Focalkugel in zwei symmetrisch gegen diese 
Are gelegenen Kreispunkten berührt, 

und 
die Normalen der Kreispyunkte eines Ellipsoides schneiden sich auch 
in den Focalpunkten der kleinen A:.re. 


$. 6. 
Die Linie, welche den Punkt »» des zweischaligen Hyperboloides (2.). 
mit einem Focalpunkte dieser Fläche z. B. «, verbindet, ist dargestellt durch 


die Gleichung 











2 „2ı\ 2 
il) "2 y 4+- “, 


a//m2 2 
ı © a? —b 
MO, — (+ AUF z | 


R a, 
Eine ähnliche Umformung, wie im $. 4, zeigt auch hier, dafs 


seen 2, De 
(20.) ma —= (ata,) 1. 


j 
a, 





Wird nun um den Focalpunkt «, mit dem Halbmesser Se die Kugel 








} Y(a, —b,\a, —e;) 4 2 We = 
(21.) (x + - ) Ly? 42? — nz 


beschrieben und von dem Punkte m an diese eine Berührende mf, gezogen, 


so ist 








mf, — Ino, =. 
folglich 
(22) mf = ata. 
In Uebereinstimmung mit der oben eingeführten Benennung ist die 
Kugel (21.) eine zur rellen Axe des zweischaligen Hyperboloides gehörige 
Focalkugel, die Tangente mf; der zugehörige Focalstrahl, folglich nach der 
vorstehenden Gleichung 
der Focalstrahl eines Punktes m eines zweischaligen Hyperboloides, 
welcher zu einer Focalkugel der reellen Axe gehört, gleich der 
Summe oder der Differenz der durch den zugehörigen Focalpunkt 
gehenden Halbaxen der beiden Flächen, welche mit dem Hyperboloide 


confocal sind und denselben Punkt m enthalten. 
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Auch hier wird der Werth des Focalstrahles »»f; nur dann Null, wenn 
aM, 


oder wenn der Punkt m einer der Kreispunkte des zweischaligen Hyper- 
holoides ist. Milhin werd auch das zweischalige Hyperboloid von jeder 
zur reellen Axe gehörigen Focalkugel in zwei symmetrisch gegen diese 
Ave gelegenen Kreispunkten berührt. 

Hieraus folgt auch, dafs diese Kugeln innerhalb des Hyperboloides 
liegen, und die Normalen der Kreispunkte sich in den Focalpunkten der 
reellen Axe schneiden. 


$. 7. 


Ebenso ist auch die Linie, welche den Punkt m» mit einem der kleinen 
imaginären Axe des zweischaligen Hyperboloides angehörigen Focalpunkte, 
etwa /%,. verbindet, bestimmt durch die Gleichung 


/ 2 , 2 5 
— EM /(b? —.c})(b,; — a;) 2 
an; 39 =. Mh  ® (3 + | : y 2 - -- S P/ 


und die Summe der drei Quadrate auf der rechten Seite läfst sich durch die 





schon wiederholt angewandten Umformungen in die Summe zweier Quadrate, 
von denen das eine constant ist, überführen. Dadurch entsteht: 


2 
C, 


2 
a, c 
b: 


(23) mp, = (b+b)-+ 


u} En 


. . . a 
Beschreibt man nun wieder um den Focalpunkt /, mit dem Halbmesser er 
\ 2 
die Kugel 





i . /(b?— e?)(b? — a?)\? n ae? 
(24.) «= +(y+y a) pet 


b, 


b? 


und zieht von dem Punkte »n an diese eine Berührende ıng;, so ist 


ww -- 


7 

E I” 2 
ng — MR — nr 3 
2 


folglich 
| (25.) my = b+b.. 

Die Kugel (24.) ist nach der eingeführten Benennung eine zur kleinen 
imaginären Axe gehörige Focalkugel des zweischaligen Hyperboloides und die 
Berührende ng, der zugehörige Focalstrahbl. Nach der letzten Gleichung ist 
auch hier 

der Focalstrahl eines Punktes m eines zweischaligen Hyperboloides, 
welcher zu einer Focalkugel der kleinen imaginären Axe gehört, 
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gleich der Summe oder Differenz der durch den zugehörigen Focal- 
punkt gehenden Halbaxen der beiden Flächen, welche mit dem Hy- 
perboloide confokul sind und denselben Punkt m enthalten. 

Der Focalstrahl »2g, wird nur dann Null, wenn 


b=b, 


oder wenn der Punkt n, einer der Kreispunkte des zweischaligen Hyper- 
boloides ist. Hieraus folgt, dafs auch 
das zweischalige Hyperboloid von jeder zur kleinen imaginären Axe 
gehörigen Focalkugel in zwei symmetrisch gegen diese Axe gelegenen 
Kreispunkten berührt wird, 
und dafs 
die Normalen der Kreispunkte eines zweischaligen Hyperboloides 
auch durch die Focalpunkte der kleinen imaginären Axe gehen. 


$. 8. 

Die Eigenschaften der Focalpunkte, welche die vier vorhergehenden 
Paragraphen enthalten, gestatten diese Punkte noch in anderer Weise, als in 
$.2 geschehen ist, und zugleich die Focalkugeln geometrisch zu definiren. 

Focalpunkte einer Fläche zweiten Grades sind die Punkte, ın 
welchen sich die Normalen der Kreispunkte schneiden. 

Focalkugeln einer Fläche zweiten Grades sind diejenigen, welche 
die Fläche in zwei symmetrisch gegen eine Axe gelegenen Kreispunkten 
berühren. 

Hiernach giebt es für das Ellipsoid und das zweischalige Hyperboloid 
zwei Paar Focalpunkte, und diese sind die Ecken einer Raute, deren Seiten 
die Normalen der Kreispunkte dieser Flächen sind. Ebenso hat jede dieser 
Flächen zwei Paar Focalkugeln, deren Mittelpunkte die Ecken jener Raute 
sind, und jede Kugel des einen Paares wird von beiden Kugeln des anderen 
Paares berührt. Die Focalkugeln des Hyperboloides liegen aufser einander, 
berühren sich also von aulsen; die Focalkugeln des Ellipsoides liegen in ein- 
ander, berühren sich also von innen. 


$. 9. 


Für das einschalige Hyperboloid sind bekanntlich die Kreispunkte ima- 
ginär, mithin auch die Focalkugeln, welche in diesen Punkten die Fläche be- 
rühren, und die Normalen der Flächen, welche durch diese Punkte gehen. 
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Nur zwei Schnittpunkte dieser imaginären Normalen sind reell, nämlich die 
Focalpunkte der grofsen reellen Axe des einschaligen Hyperboloides. Da der 
Halbmesser der zugehörigen Focalkugel (die vierte Proportionale zu den drei 
Halbaxen der Fläche) imaginär ist, so kann hier das Quadrat eines Focal- 
strahles nach Analogie der anderen Flächen, welche reelle Focalkugeln be- 





























sitzen, nur dargestellt werden als Differenz zweier Quadrate, deren Subtrahend 
constant ist. In der That erhält man für die Linie, welche einen Punkt 
des einschaligen Hyperboloides (2.), mit dem einen reellen Focalpunkte «, 
verbindet, aus der Gleichung 


— (a? —b’\(a? — c?)\? 

me, == (+ LT 2) y?’2° 
da 
1 








durch einige Umformungen 


» Zur \2 / . 
(26.) ma, — (at+a,) + A, 





. ui b’e l AR . i ar 
worin das Glied 2 offenbar negativ is. Um doch auch hier die Grölse 
l 


a+ta, geomelrisch darzustellen, errichte man in «, auf ma, irgend eine Senk- 


us i ' 
nn — c; und ziehe nf}; dann ist 
ed, 


nis 
a3 





rechte a,fi = 


—| — . # 2 — b’c? 
mfi = ma + —(—c) = ma, — —., 
a, a, 
folglich 
(27) uf = “tra. 
Wenn nun der Kürze wegen auch diese Linie »»/, Focalstrahl des Punktes 
m des einschaligen Hyperboloides (2.), genannt wird, so läfst sich das für 


die Focalstrahlen gültige Gesetz im Allgemeinen folgendermafsen ausdrücken: 
Jeder Focalstrahl eines Punktes einer Fläche zweiten Grades ist 
gleich der Summe oder Differenz der zugehörigen Halbaxen der 
Flächen, welche mit der ersten confocal sind und den Punkt, von 
welchem der Focalstrahl gezogen wurde, enthalten. 


Hieraus folgt weiter, dafs, 

wenn durch die Punkte einer Krümmungslinie, in welcher zwei con- 
focale Flächen zweiten Grades sich schneiden, eine Schaar von 
confocalen Flächen gelegt wird, die auf der Krümmungslinie senk- 
recht stehen, die Focalstrahlen der letzten Flächen für die Punkte, 
wo sie von der Krümmungslinie getroffen werden, dieselbe Länge 
haben. 
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$. 10. 
Die Polare des Focalpunktes & der grofsen Axe des Ellipsoides in 

Bezug auf die Fläche des einschaligen Hyperboloides ist die Ebene 

au, 


Ye —b’a— ec’) 








Fällt man von einem beliebigen Punkte m = (xyz) der Krümmungslinie, in 
welcher die genannten Flächen sich schneiden, eine Senkrechte mu auf diese 


Ebene, so ist 


2 
aa, 


mu — V(a?— b*)(a’— ec?) +7, 








und zwar ist der absolute Werth von x positiv. wenn die Punkte m und « 
auf verschiedenen Seiten der yz-Ebene. negativ, wenn sie auf derselben 
Seite liegen. Aus dieser Gleichung folgt 





aa ER en augen © 
mu — -— (a, + — y(a — ba — c )). 
Y(a’—b’)(a’— c?) aa, 








und wenn man wieder die Gleichung (5.) anwendet, 


aa 
29. mu — — (4 +4). 
Br y(a’— b*)(a*— ce”) \ 


Nun ist aber nach (16.) der Focalstrahl 








nf = a+4;. 


und auch hier unter denselben Bedingungen, wie oben, das Zeichen + oder 
— zu wählen, folglich 





m Y(a?— b*’)(a*— c?) 


aa, 


(30.) 





mu Br 
Nennt man nun wegen der in dieser Gleichung ausgedrückten Beziehung die 
Ebene (28.) die zum Focalpunkte « oder zu dem Focalstrahl an die Focal- 


kugel um « gehörige Directrix der Krümmungslinie, in welcher sich die 





Flächen (2.) und (2.), schneiden, und den Quotienten ac Ze er 
den Abstand der Focalpunkte « und «', gemessen durch die Axe 2a, des ein- 
schaligen Hyperboloides, die Kxcentricität der Krümmungslinie, so erhält man 


für den in der vorstehenden Gleichung enthaltenen Satz folgenden Ausdruck: 





Zieht man von einem Punkte einer Krümmungslinie, in welcher ein 
Ellipsoid von einem confocalen Hyperboloide geschnitten wird, an eine 


innere Focalkugel des Ellipsoides einen Focalstrahl und eine Senk- 
46 * 
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rechte auf die zugehörige Directrix, so stehen diese Linien in einem 
constanten Verhältnisse, dessen Exponent die Excentricität der 
Krümmungslinie ist. 


Ebenso ist die Polare des Focalpunktes «, in der grofsen reellen Axe 
des einschaligen Hyperboloides in Bezug auf die Fläche des confocalen EI- 


lipsoides die Ebene 
a°a, 


Y(a? —b?)(a —e:) ” 








ws.) 2 


und eine Senkrechte mu, vom Punkte » —= (xyz), welcher in der Schnitt- 
curve beider Flächen liegt, ist 
a’u, 


| eine 
Yla; —bikar —c}) 








mu, —= T, 


wo wieder das Zeichen + zu nehmen ist, wenn die Punkte m und «, auf 
verschiedenen Seiten der ys-Ebene, dagegen das Zeichen — gilt, wenn sie 
auf derselben Seite liegen. Eben so, wie vorher, ergiebt sich 


32. mu, = — neu +4; 
De = 1 ke 








und folglich ist nach Gleichung (27.) 








mf, (a?— D’\(a?—e? or BE u pe ze 
33) "hı - Y\a-Na—e) _ Ya —PIa—e, , 


mu, aa aa, 








1 


wodurch für die Krümmungslinie, in welcher sich das Ellipsoid und das confocale 
einschalige Hyperboloid schneiden, hinsichtlich des Focalpunktes «, des Hyper- 
boloides und der zugehörigen Directrix dieselbe Eigenschaft nachgewiesen ist, 
welche oben in Bezug auf den Focalpunkt « des Ellipsoides und die zuge- 
hörige Directrix ausgesprochen wurde. 

Diese Beziehung ist aber natürlich nicht beschränkt auf eine einzige 
Art von Krümmungslinien noch auf die Focalpunkte o und «,, sondern findet 
ganz allgemein statt, doch glaube ich die specielle Herleitung derselben für 
die übrigen Fälle dem Leser überlassen zu dürfen. 

Wenn wir auch die oben eingeführten Benennungen „Directrix’” und 
„Excentrieität” allgemein anwenden, so ist diese Eigenschaft folgende: 
Der Focalstrahl eines Punktes steht, so lange der Punkt in der- 
selben Krümmungslinie bleibt, zu dem Abstande desselben von der 
zugehörigen Directrix in einem constanten Verhältnisse, dessen Ex- 
ponent die Excentricität der Krümmungslinie ist. 
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$. 11. 

Zieht man von einem Punkte des Ellipsoides an beide zur grofsen 
Axe gehörige Focalkugeln des Ellipsoides, welche die Gleichung ie dar- 
stellt, die Focalstrahlen mf und nf’, so ist nach (16.) 


a,+0, 


N uch 
nf = +, 


(34) mf+mf' = 2a, 

(34), mf—mf' = +2a,. 
Ebenso ist für die zu den äufseren Focalkugeln (18.) gehörigen Focalstrahlen 
des Ellipsoides nach (19), wenn der eine mit mA und der andere mit mA’ 
bezeichnet wird, 


S 
| 


folglich 


mh = y—ty—c, 





mi — y—-FYy—c, 
folglich 
(35.) mh -+- mh! == 2y— C%, 
(35.), mA—mh' — +2 y— ci. 
Desgleichen ist für die zu den inneren Focalkugeln (21.) gehörigen Focal- 
strahlen des zweischaligen Hyperboloides nach (22.), wenn dieselben mit anf: 
und mf; bezeichnet werden, 


mf = uta, 
mf! —= ara, 
folglich 
(36) mfh-mf = 2a, 
(36), mh—mf} = +2a.. 


Für die zu den äufseren Focalkugeln (24.) des zweischaligen Hyperboloides 
gehörigen Focalstrahlen, welche mit ng: und »ng, bezeichnet seien, ist eben- 
falls nach (25.) 


mg — b+b,, 
mg — byrb,, 
folglich 
(37) ma-mg — %b, 


(37) ma —ımg; +2b.. 
Endlich ist auch nach (27.) für die beiden Focalstrahlen des einschaligen 
Hyperboloides, welche von einem Punkte m dieser Fläche gezogen sind, 


| 
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wenn man sie mit mf, und mf, bezeichnet, 


mf, = a+t@, 
mfı = uaFa, 
folglich (38) mfıtmf = 2a, 


(35) mfı -mf = +2. 

Wenn also ein Punkt in der Krümmungslinie sich bewegt, in welcher 
sich die Flächen eines Ellipsoides und eines confocalen zweischaligen Hyper- 
boloides schneiden, so ist für denselben: 

1) die Differenz der zu den inneren Focalkuyeln des Ellipsoides 
gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der reellen A:.ce des 
Hyperboloides, 

2) die Summe der zu den äufseren Focalkugeln des Ellipsoides 
gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der grofsen imaginären 
Axe des Hyperboloides, 

3) die Summe der zu den inneren Focalkugeln des Hyper- 
boloides gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der grofsen 
Axe des Kllipsordes, 

4) die Summe der zu den äufseren Focalkugeln des Hyper- 
boloides gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der mittleren 
Are des Kllipsoides. 

Bewegt sich zweitens ein Punkt in der Krümmungslinie, welche die 
Schnitteurve eines Ellipsoides und eines einschaligen Hyperboloides ist, so 
ist für denselben: 

1) die Summe der zu den inneren Focalkugeln des Ellipsoides 
gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der grofsen reellen Axe 
des Hyperboloides, 

2) die Differenz der zu den äufseren Foculkugeln des EI- 
lıpsoides gehörigen Focalstrahlen constant und gleich der imaginären 
Axe des HHyperboloides, 

3) die Summe der Focalstrahlen des einschaligen Hyperboloides 
constant und gleich der yrofsen Axe des Ellipsoides. 

Wenn drittens ein Punkt in der Krümmungslinie, welche die Schnitt- 
curve zweier conlocalen Hyperboloide ist, sich bewegt, so ist für denselben: 

1) die Differenz der zu den inneren Focalkugeln des zwei- 
schaligen Hyperboloides gehörigen Focalstrahlen constant und gleich 

der grofsen reellen Axe des einschaligen, 
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2) die Differenz der zu den äufseren Focalkugeln des zwei- 
schaligen Hyperbolordes gehörigen Focalstrahlen constant und gleich 
der kleinen reellen A.e des einschaligen, 

3) die Differenz der Focalstrahlen des einschaligen Hyper- 
boloides constant und gleich der reellen Are des zweischaligen. 

Zu denselben Resultaten kann man auch durch Anwendung der all- 
gemeinen in $. 10 entwickelten Eigenschaft der Focalstrahlen gelangen. 


m 

Zieht man von dem RER. m, in welchem die Schnitteurven der 
Flächen (2.) sich schneiden, an die Focalkugeln, deren Mittelpunkte in der 
x-Axe liegen, die drei Paar Focalstrahlen, welche möglich sind, nämlich mf 
und mf', mf, und mf}, nf; und mf}, und wählt die Bezeichnung so, dafs 

nf>mf, mf >mf,, mh > mf}., 
so ist nach den Gleichungen (16.), (22.) und (27.) 
nf =a+0a, mf =at+a, mh =u-+a. 


mf' —= Mm —4,, mfı =4A—d,, mf; =—=4a4—d,. 








Folglich ist 
(39) mh -—mf=mf;, mf,—mf, =mf', mf— mf— mf). 
(39), mfı = mf'’-mf;. 

Jedes dieser drei Paare besteht aus einem gröfseren und einem kleineren 
Focalstrahle und diese stehen in dem Zusammenhange, dafs die Differenz 
zweier gröfseren gleich ist dem kleineren des dritten Paares, und der 
dem einschaligen Hyperboloide angehörige kleinere Kocalstrahl gleich 
der Summe der anderen. 

Da eine Krümmungslinie zweien Flächen angehört, so giebt es für jede 
solche Curve in jeder Axe zwei Paar (reelle oder imaginäre) Focalpunkte 
und zu jedem Focalpunkt eine zugehörige Directrix, also im Ganzen sechs 
Paar Focalpunkte und eben so viele Directrix-Ebenen. So gehören z. B. 
zu der Krümmungslinie. in welcher sich die Flächen des Ellipsoides (2.) und 
des confocalen einschaligen Hyperboloides (2.), schneiden, die Focalpunkte « 
und «', &, und «| so wie die vier Directrix- Ebenen 
a’a, 


aa, 
Ya? — (a —e‘) 





und z=+H 


r=+ 
Y(a’—b’)(a*— c*) 











Zwei von diesen Ebenen, welche nicht zu demselben Paare gehören, haben 
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« 


die Entfernung 


aa, 








= Tata), 


wo das Zeichen + oder — zu nehmen ist, je nachdem der Mittelpunkt 
zwischen diesen Ebenen liegt oder nicht. 

Nun bedeutet aber nach (22.) a+a, die Focalstrahlen, welche von 
einem Punkte der Krümmungslinie, in welcher das Ellipsoid von dem ein- 
schaligen Hyperboloide geschnitten wird, an die Focalkugeln des confocalen 


zweischaligen Hyperboloides gezogen sind; folglich ist 





> m? 2 2 2 
(40.) -_ _ Ya in 2). 
In demselben Zusammenhange stehen die Focalstrahlen des Ellipsoides und des 
einschaligen Hyperboloides mit den gegenseitigen Abständen der Directrix- 
Ebenen der Krümmungslinien, welche auf diesen Flächen normal stehen, und 
es haben allgemein die zu einem Paar Focalpunkten gehörigen Focal- 
strahlen einer Schaar von Flächen zweiten Grades für die Punkte, in 


weichen sie von einer Krümmungslinie einer confocalen Fläche getroffen 





werden, zu den beiden Entfernungen der zusammengehörenden Directrix- 
Ebenen dieser Krümmungslinie ein constantes Verhältnifs, dessen Ex- 
ponent der reciproke Werth der Excentricität der Krümmungslinie ist. 





Die Ausdehnung der vorstehenden Untersuchungen auf die Paraboloide 
ıst leicht und kann deshalb dem Leser überlassen bleiben, auch lassen sich 
die Eigenschaften dieser Flächen ohne Weiteres nach der Analogie der Flächen, 
welche einen Mittelpunkt haben, angeben. 

Es verdient noch besonders hervorgehoben zu werden, dafs nach den 
hier mitgelheilten Sätzen je zwei sich schneidende Krümmungslinien einer 
Fläche zweiten Grades in Beziehung auf drei Paar in den Axen symmetrisch 
gegen den Mittelpunkt gelegener (reeller oder imaginärer) Punkte sich ganz 
ähnlich verhalten, wie zwei sich schneidende confocale Kegelschnitte in Be- 
zug auf ihre gemeinschaftlichen Brennpunkte. 


Coblenz, im November 1858. 





















Beitrag zu den Sätzen über die einen Kegelschnitt 
doppelt berührenden Kreise. 


(Von Herrn Heilermann zu Coblenz.) 


Win eine Fläche zweiten Grades durch die Ebene geschnitten, in 
welcher die Kreispunkte derselben liegen, so werden die Focalkugeln in 
Kreisen geschnitten, welche die Schnittcurve der Fläche in zwei symmetrisch 
gegen die eine oder andere Axe gelegenen Punkten berühren. Aus den 
Eigenschaften der Focalkugeln, welche ich in dem vorhergehenden Aufsatze 
mitgetheilt habe, ergeben sich, vermöge der obigen Betrachtung, eine Reihe 
von Sätzen über die einen Kegelschnitt doppelt berührenden Kreise, die sich 
auch leicht unmittelbar herleiten lassen. Indefs sind von Herrn Steener, wel- 
cher von einer elementaren Aufgabe ausgehend die einen Kegelschnitt doppelt 
berührenden Kreise mit der ihm eigenen unerreichbaren Klarheit zum Gegen- 
stand der Untersuchung gemacht hat, die meisten hierher gehörigen Eigen- 
schaften schon mitgetheilt worden (Bd. 37 und 45 dieses Journals). Ich werde 
mich daher so viel als möglich darauf beschränken, diejenigen hervorzuheben, 
welche von Herrn Steiner nicht angeführt sind. 


S. 1. 
Wird in der grofsen Axe 2a der Ellipse 


”,,. 
id) 75-1 


ein Punkt « so bestimmt, dafs seine Entfernung vom Mittelpunkte O oder 





— b?)(a® — ki?) 
a 





pr 
(2.) 0a — kim 


ist, und um diesen Punkt «@ mit dem Halbmesser = der Kreis 





V(a?— b?)(a— k?) \? ERBE; .; 

3) (e- - )+r=7G 
beschrieben, so hat dieser mit der Ellipse (1.) zwei symmetrisch gegen die 
srofse Axe gelegene Punkte (x,y,) und (x,y,) gemeinsam, und die Coordi- 


naten derselben sind: 
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E—b: 
un a, um ey m j Yyı = bV- re & 
| at Lo ph 

ne De A ren > 


Die Geraden, welche die Ellipse (1.) in diesen Punkten berühren, sind 


m x [a —l” E KW— 
(9.) ge pr Di rt : u = 1, 


da 


und sie berühren gleichzeitig auch den Kreis (3.) in denselben Punkten. Met- 
hin wird auch die Ellipse (1.) von dem Kreise (3.) in zwei symmetrisch 


gegen die grofse Axe gelegenen Punkten berührt. 
Die Gerade 
(6 ) 2 Fa — ki? 
| aa’ 


in welcher die beiden Berührungspunkte liegen, ist die Polare des Mittelpunk- 
tes « in Bezug auf den Kegelschnitt 


7) 
welcher mit der Ellipse (1.) confocal ist und auch durch die Punkte (4.) geht. 


‚2 


2 
er h) 

- —-— I. — 1 

Bu 4 b’—kK' ’ 


a’ 





Wenn k >a, so ist der Kreis (3.) so wie die Geraden (5.) und 
(6.) und der Kegelschnitt (7.) imaginär; wenn Au’, so fällt der Punkt « 
in den Mittelpunkt O, der Kreis (3.) geht durch die Scheitel der kleineren 
Axe und berührt in diesen Punkten die Ellipse (1.), und die Gerade (6.) 
so wie der Kegelschnitt (7.) fallen in die Gerade, welche durch diese Scheitel 
geht; wenn @ —>k'>>b', so sind die oben erwähnten Punkte und Geraden 
alle reell, und der Kegelschnitt (7.) ist eine Hyperbel; wenn k?=b’, so 
fallen die Berührungspunkte (4.) in einem Scheitel der grofsen Axe der EI- 
lipse und die Geraden (9.) und (6.) in der Tangente dieses Scheitels zu- 
sammen, der Kreis (3.) ist der Krümmungskreis für diesen Scheitel, und die 
Hyperbel (7.) geht in die zugehörige Axe über; wenn A’<<b’, so sind die 
Berührungspunkte (4.) und die Geraden (5.) imaginär, die Gerade (6.) je- 
doch bleibt reell als Polare des Punktes « in Bezug auf den Kegelschnitt (7.), 
welcher dann eine Ellipse ist; wenn endlich —=0, so fällt dieser Kegel- 
schnitt mit der Ellipse (1.) zusammen, der Kreis (3.) gebt in einen Brenn- 
punkt und die Polare (6.) in die zugehörige Directrix derselben über. 











Heilermann, Focalkreise der Kegelschnitte. 367 


$. 2. 
Verbindet man einen beliebigen Punkt m = (xy) der Ellipse (1.) mit 


dem Mittelpunkte «&, so ist 








pe Y(a—b’)(a”— h?) u h 
ma = (2 — . )+y 





b° 
Hb’— — a 


a 





u Te Ze 2 (—b’ka—k’) 
= —2 7 va b’\a’ — k')- n 





— N. — 2 — ya — ba — KR) ta — + — 


d 


D' =. 








Wird auiserdem von dem Punkte m an den Kreis (3.) eine Berührende mf 
gezogen, so ist auch 
— RR 


a > 
mf = mu — — 
a 








— «— K— 2 — yia’— b’)(a’ 





folglich 
nn / I u... re Zur 2 . 
(S.) mf — +(ya k 7 ya 6) 


Das Zeichen + ist hier immer so zu wählen, dafs der Werth von mf positiv 
wird, also ist 








) a, ) E 5 u 3: /@ un 6° 
mf — ye—k— — ya —b‘, wenn <ayn op: 
und 
\ FF u mar: sig /a’ 5° 
mf = — Ya —b"’— Ya —k, wenn € aV-err 
/ a) j r > y #4 


Es gilt mithin die letztere Gleichung, wenn m und « auf verschiedenen Seiten 
der Geraden (6.), und es gilt die vorhergehende, wenn :» und « auf der 
nämlichen Seite derselben liegen; ist in diesem Falle der Werth von x ne- 
gativ,. so ist die Berührende mf gleich der Summe der absoluten Werthe, 
welche die Glieder auf der rechten Seite darstellen. Wenn man nun noch 


beachtet, dafs der absolute Werth von — ya —b die reelle Halbaxe der Hy- 


perbel ist, welche mit der Ellipse (1.) die nämlichen Brennpunkte hat und 
durch den Punkt m = (xy) geht, so läfst sich der in der Gleichung (8.) ent- 
haltene Satz folgendermafsen ausdrücken: 

Wird eine Ellipse von einem Kreise in zwei symmetrisch gegen 
die grofse Axe gelegenen Punkten p und p, berührt und von einem be- 


liebigen Punkte m der Ellipse an diesen Kreis eine Berührende gezogen, 
47 * 
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so ist diese Linie gleich der Summe oder Differenz der reellen Halbaxen 
der Hyperbeln, welche mit der Ellipse confocal sind und durch die Punkte 
p und m gehen, jenachdem diese Punkte auf verschiedenen oder auf der- 
selben Seile der kleinen Axe liegen. 

Wenn insbesondere k=a, so ist 


5 u u  " 
mf = — Ya — 
f > } B 


d.h. Zieht man von einem beliebigen Punkte einer Ellipse an den über 
der kleinen Axe als Durchmesser beschriebenen Kreis eine Berührende, 
so ist diese gleich der reellen Halbaxe der Hyperbel, welche durch diesen 
Punkt geht und mit der Ellipse confocal :st. 


wi 


Wenn man von dem Punkte m —= (zy) der Ellipse (1.) auf die 
Gerade (6.) eine Senkrechte mu fällt, so ist 


(9) mu — +(a = Ze —r). 


eh 
Auch hier ist wieder das Zeichen + zu wählen, wenn 
[a —k? 





a 32 


und das Zeichen —, wenn 
[a’—k? 


ha ayz- a_p®? 
es stimmen mithin die Glieder der Berührenden mf und der Senkrechten mu 
immer in den Vorzeichen überein. Aus der Vergleichung dieser Linien 
folgt, dafs Bi 
mf a’ —b? 
(10.) =, N oz ’ 
oder der Salz: 

Wird eine Ellipse in zwei symmetrisch gegen die grofse Axe ge- 
legenen Punkten p und p, von einem Kreise berührt, von einem beliebigen 
Punkte der Ellipse an diesen Kreis eine Berührende gezogen und auf 
die Gerade pp, eine Senkrechte gefällt, so stehen diese Linien in einem con- 
stanten Verhältnisse, dessen Exponent die Excentricität der Ellipse :st. 

Es ist hiernach das Verhältnifs mf: mw nicht blofs constant für alle 
Punkte der Ellipse in Bezug auf denselben doppelt berührenden Kreis (3.), 


sondern auch für alle Kreise, welche die Gleichung (3.) durch alle möglichen 
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Werthe von 4° darstellen kann. Ein besonderer Fall dieses allgemeinen Satzes 
ist die allbekannte Eigenschaft, dafs die Entfernungen eines Punktes einer 
Ellipse von einem Brennpunkte und der zugehörigen Directrix in einem con- 
stanten Verhältnisse stehen. 


$. 4. 


Bestimmt man in ähnlicher Weise in der kleinen Axe der Ellipse (1.) 
einen Punkt / so, dafs 


1) OQ=-— 





V(a?’— b°)(k?’— b°) 
b 





ist, und beschreibt um diesen Punkt mit dem Halbmesser = den Kreis 








a2) 


so berührt dieser die Ellipse (1.) in zwei Punkten (z,y,) und (,y;), deren 
Coordinaten sind: 














a’—k? /k*— 0? 
3 ee. al Did 7 mu Zi 

(1 ) 2__1? 1? ir 

EN / @ v ee b v 
ae = BER EP 

Die Gerade 
1 —b? 
(14) y=byaa: 


welche durch diese Punkte geht, ist auch hier die Polare des Punktes /% in 
Bezug auf den Kegelschnitt (7.). Wenn k’<<b’, so ist der Kreis (12.) und 
die Gerade (14.) imaginär; wenn A=b*, so fällt der Punkt 3 in den 
Mittelpunkt O, der Kreis (12.) geht durch die Scheitel der grofsen Axe und 
berührt in diesen Punkten die Ellipse (1.), und die Gerade (14.) so wie der 
Kegelchnitt (7.) fallen in die Gerade, welche durch diese Scheitel geht; wenn 
b’<Kk”"<a, so sind die oben erwähnten Punkte und Linien alle reell: 
wenn A’=—.«', so fallen die Berührungspunkte in einem Scheitel der kleinen 
Axe zusammen, die Gerade (14.) wird Tangente, der Kreis (12.) der Krüm- 
mungskreis dieses Scheitels, und die Hyperbel (7.) geht in die zugehörige 
Axe über; wenn endlich > u‘, so sind die Berührungspunkte (13.) und 
der Kegelschnitt (7.) imaginär, die Gerade (14.) jedoch und ihr Pol 5 und 
der Kreis (12.) bleiben reell. 
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$. 9. 
Zieht man von einem beliebigen Punkte m —=(zy) der Ellipse (1.) 


eine Linie nach dem irn P, so ist 




















mn — 7° +(5 + (@ Fa. a ih 
4 — b°)(k?— 0°) 
— Sy WERT Fr FE 
—— Kr * d Sr A y’+2- Ye — b?)(k?— 6) — KR’ +0. 


Wird nun aufserdem noch durch den Punkt m in dem Kreise (12.) eine 
kleinste Halbsehne ng gezogen, so ist auch 








— a?k? 2 
ng = —- —m P 
D) >) £ )r _2 5) 5) p) a’—b? 2 
en e—#—2-7- Y(a’ — b’)(k’— 6’) + Du u; B) 
folglich 
(15) my = +(YR BE — I Ya —). 
Das Zeichen + ist immer so zu nehmen, dafs der Werth von ng posiliv ist. 
also ist 
1 AT N 
mg = yRP—#— —y@®—®, wen y<byag: 
und 


mg — — Ve — 0 — yYR—b, wenn y > en 

Es gilt mithin die letztere Gleichung, wenn »» und / auf verschiedenen Seiten 
von der Geraden (14.), und die erstere, wenn a» und ? auf der nämlichen 
Seite derselben liegen; ist in diesem letzteren Falle der Werth von y negaliv, 
so ist die kleinste Halbsehne »»g gleich der Summe der absoluten Werthe der 
Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (15.). Wenn man nun wieder 


beachtet, dafs —ye— 0 (abgesehen von dem Factor y—1) die imaginäre 
Halbaxe der Hyperbel ist, welche mit der Ellipse (1.) dieselben Brennpunkte 
hat und durch den Punkt m = (xy) geht, so sieht man, dafs durch die Glei- 
chung (15.) folgender Satz dargestellt wird: 

Wird eine Ellipse von einem Kreise in zwei symmetrisch gegen 
die kleine Are gelegenen Punkten p und p, berührt und durch einen be- 
liebigen Punkt m der Ellipse in diesem Kreise eine kleinste Halbsehne 
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gezogen, so ist diese Linie gleich der Summe oder Differenz der imagi- 
nären Halbaxen der Hyperbein, welche mit der Ellipse confocal sind 
und durch die Punkte p und m gehen, jenachdem diese Punkte auf ver- 
schiedenen oder auf derselben Seite der grofsen Axe liegen. 


Wenn insbesondere k=b geselzt wird, so ist 


my —= z ya’ — b°, 


d.h. Zieht man durch einen beliebigen Punkt einer Ellipse in dem über 
der grofsen Axe als Durchmesser beschriebenen Kreise eine kleinste 
Halbsehne, so ist diese gleich der imaginären Halbaxe der Hyperbel, 
welche durch diesen Punkt geht und mit der Ellipse confocal ;st. 


$. 6. 
Von dem Punkte m = (xy) der Ellipse (1.) werde nun auch auf die 
Gerade (14.) eine Senkrechte nv gefällt; es ist also 








(16) mv — — +(157 un. -—Yy): 


und zwar ist das Zeichen + zu wählen, wenn 





h? = 
y< by ’ 
dagegen das Zeichen —, wenn 
/K’— 2 
Yr ®__d® | 


Es stimmen somit auch hier die Glieder der kleinsten Halbsehne mg und der 
Senkrechten mv immer in dem Vorzeichen überein. Aus der Vergleichung 
dieser Linien folgt, dafs 


er ® 
(17.) mg __ Ya b 


mv b 





oder der Satz: 

Wird eine Ellipse in zwei symmetrisch gegen die kleine Axe ye- 
legenen Punkten p und p, von einem Kreise berührt, durch einen beliebigen 
Punkt der Ellipse in diesem Kreise eine kleinste Halbsehne gezogen und 
von demselben Punkte auf die Gerade pp, eine Senkrechte gefällt, so 
stehen diese Linien in einem constanten Verhältnisse, dessen E.xponent das 
Product aus der Excentricität und dem Axenverhältnisse der Ellipse ist. 
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Es ist hier genau so, wie oben unter (10.), das Verhältnifs mg : mv 
nichi blos constant für alle Punkte der Ellipse in Bezug auf denselben doppelt 
berührenden Kreis (12.), sondern auch für alle Kreise, welche die Gleichung 
(12.) durch alle möglichen Werthe von % darstellen kann. 


$. 7. 


Nicht blos die Kreise, welche eine Ellipse in zwei Punkten berühren, 
besitzen die im Vorhergehenden entwickelten Eigenschaften, diese lassen sich 
auch für die doppelt berührenden Kreise der Hyperbeln und Parabeln in der- 
selben Weise herleiten. Da indefs diese Untersuchung gerade so wie die 
vorhergehenden ausgeführt werden kann, so glaube ich dieselbe dem Leser 
überlassen zu müssen. Dagegen will ich hier über das System von Kegel- 
schnitten, welche denselben Kreis in demselben Punktenpaare berühren, noch 
einige Bemerkungen hinzufügen. 

Wird ein Kreis, dessen Halbmesser 7, von einer Geraden in den 
Punkten p und p, für die Länge 2s— pp, geschnitten und durch den Mittel- 
punkt € eine Gerade gelegt, welche die Sehne 2s im Punkte O halbirt, so 
ist in Bezug auf diese Geraden als Coordinatenaxen die Gleichung des Kreises 


18) Mayr, 
wenn die Senkrechte CO zur Abkürzung mit d bezeichnet wird. Eine Be- 


rührende nf, welche von einem beliebigen Punkte m == (xy) an diesen Kreis 
gezogen wird, ist bestimmt durch die Gleichung 


nf = (e—-d’ıyYP—r. 
Soll nun diese Berührende zu der Entfernung des Punktes m von der Ge- 
raden pp, in einem constanten Verhältnisse r stehen, so ist 
(19) (e—d’+y’—r' = n’z2’ 
die Ortscurve für den Punkt »» und, wie man sieht, ein Kegelschnitt, dessen 
eine Axe in der Geraden OC liegt. 

Wenn in dieser Gleichung dem Verhältnisse n alle möglichen Werthe 
beigelegt werden, so stellt dieselbe das System der Kegelschnitte dar, welche 
den Kreis (18.) in den Punkten p und p, berühren. 

Durch die vier folgenden speciellen Werthe von ra nimmt die Orts- 


curve eine specielle Gestalt an. 


Wenn 1°“* 
n = (, 


so fällt der Kegelschnitt (19.) mit dem Kreise (18.) zusammen. 
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Wenn une 


n — 1. 
so geht die Ortscurve (19.) in die Parabel 
(20) y’ = 2dır +s 
über. 
Wenn 3 
" 
n = —., 
$ 
so besteht die Linie zweiten Grades (19.) aus zwei Geraden. welche durch 
die Gleichung 


21) Y-(£z4s) = 0 


dargestellt werden und den Kreis (18.) in den Punkten » und p, berühren. 
Wenn 4“ 


n = % 
angenommen wird, so genügen der Gleichung (19.) nur die Werthe 
(22) z2=0(0, y=s und r=(,y=-—s, 

d.h. der Kegelschnitt (19.) reducirt sich auf die beiden Punkte » und p, 

Läfst man nun das Verhältnifs rn alle Werthe durchlaufen, welche 
zwischen zwei aufeinander folgenden von diesen vier bestimmten Zahlen lie- 
gen, so erhält man drei Gruppen von Werthen und einer jeden Gruppe ent- 
spricht eine Schaar von Kegelschnitten, welche die Gleichung (19.) darstellt. 

Wenn 1” n alle Werthe annimmt zwischen den Grenzen 

O<n<l, 

so ist die Reihe der zugehörigen Formen der Curve (19.) eine Schaar von 
Ellipsen, deren grofse Axen auf der Berührungssehne pp, senkrecht stehen. 
Die kleinste dieser Ellipsen ist der Kreis (18.) selbst, die gröfste ist die 
Parabel (20.). 


Wenn 2'“* dem Verhältnisse n alle Werthe beigelegt werden zwischen 
den Grenzen 


r 


so bilden die entsprechenden Kegelschnitte (19.) eine Schaar von Hyper- 
bein, deren reelle Axen auf der Berührungssehne pp, senkrecht stehen. Die 
eine Grenzform dieser Hyperbelnschaar ist die Parabel (20.), die andere das 
System zweier Geraden (21.). 
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Wenn 3" das Verhältnifs rn von u bis zu einem unendlichen Werthe 


stetig wächst, also 
” 
= - n < X, 


so bilden die Curven, welche für diese Werthe von n die Gleichung (19.) 
darstellt, eine zweite Schaar von Hyperbeln, deren reelle Axen parallel zur 
Berührungssehne pp, sind. Den Uebergang von der vorigen Hyperbelnschaar 
zu dieser bildet das System der Tangenten (21.). An der anderen Grenze 
dieser Hyperbeln steht diejenige, welche aus den Punkten » und p, besteht. 

Um aber alle Kegelschnitte zu erhalten, welche den Kreis (18.) in 
den Punkten » und p, berühren, müssen dem Verhältnisse 2 auch noch imagi- 
näre Werthe beigelegt werden; dadurch geht nach Gleichung (19.) die Be- 
rührende des Kreises in eine kleinste Halbsehne über. Durchläuft n alle 
imaginären Werthe, so dafs 

— on <h, 

so sind die Kegelschnitte, welche die Gleichung (19.) darstellt, eine Schaar 
von Ellipsen, deren grofse Axen parallel zur Berührungssehne pp, sind. Die 
kleinste Ellipse dieser Schaar besteht wieder aus den Punkten » und p,, fällt 
also mit der Grenzform der zweiten Hyperbelnschaar zusammen; die gröfste ist 
wieder der Kreis (18.) selbst, so dafs durch diesen der Uebergang zwischen 
dieser und der ersten Ellipsenschaar gebildet wird, 

Die Brennpunkte der ersten Ellipsen- und der ersten Hyperbelnschaar 
liegen in der Geraden, welche durch den Mittelpunkt des Kreises und den 


Halbirungspunkt der Berührungssehne geht. Die Brennpunkte der zweiten 
Hyperbeln- und der zweiten Ellipsenschaar liegen in einer Kreislinie 


1 8° d’ 02 2 
(23) + zei ru, 


welche durch den Mittelpunkt des Kreises (18.) und die Berührungspunkte p» 
und p, geht. 

Die Scheitel der einen Axe der Kegelschnitte, welche den Kreis in 
den Punkten p und p, berühren, liegen in der Geraden OC, die der anderen 


in der Parabel 





y = dı+ts, 
welche die Geraden (21.) in ihrem Schnittpunkte und in den Punkten p und 
pı Schneidet. 
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Die Aenderungen, welche diese Kegelschnittschaaren erleiden, wenn 
die Berührungspunkte des Kreises (18.) nicht reell, wie bisher angenommen, 
sondern imaginär sind, glaube ich hier ohne specielle Erwähnung lassen zu 
dürfen. 

Anmerkung. Nach Beendigung dieser Abhandlung habe ich auch die 
Kugeln untersucht, welche eine Krümmungslinie einer Fläche zweiten Grades 
in vier Punkten berühren, und für dieselben u. a. folgende Sätze gefunden: 

1) Zu jeder Krümmungslinie einer Fläche zweiten Grades (ich ver- 
stehe darunter den vollständigen aus getrennten Theilen bestehenden Durch- 
schnitt zweier confocalen Flächen) giebt es drei Schaaren von Kugeln, welche 
dieselbe in vier (reellen oder imaginären) Punkten berühren. Die Mittelpunkte 
aller Kugeln derselben Schaar liegen in einer Axe, die vier Berührungspunkte 
einer jeden sind symmetrich gelegen gegen die Hauptdiametralebenen, welche 
durch jene Axe gehen. 

2) Zieht man von einem Punkte einer Krümmungslinie an eine vier- 
fach berührende Kugel eine Berührende (oder kleinste Halbsehne) und fällt 
zugleich von demselben Punkte auf die Ebene, in welcher die vier Berüh- 
rungspunkte liegen, eine Senkrechte, so stehen diese Linien in einem constan- 
ten Verhältnisse, dessen Exponent die Excentricität der Krümmungslinie ist. 

3) Zieht man von einem Punkte einer Krümmungslinie an zwei die- 
selbe vierfach berührende Kugeln derselben Schaar Tangenten (oder kleinste 
Halbsehnen), so ist die Summe oder Differenz dieser Linien constant. 

4) Die Focalkugeln einer Fläche gehören auch zu den vierfach be- 
rührenden Kugeln und zwar zeichnen sie sich dadurch aus, dafs jede Krüm- 


mungslinie der Fläche von den Focalkugeln in vier imaginären Punkten berührt 
wird, ebenso wie die Brennpunkte eines Systems von confocalen Kegelschnit- 


ten jede dieser Curven in zwei imaginären Punkten berühren. 
9) Unter den vierfach berührenden Kugeln giebt es auch solche, deren 


Halbmesser imaginär, und solche, deren Halbmesser Null ist. Zu den ersteren 
gehören die Focalkugeln des einschaligen Hyperboloides; für die letzteren 
ist, gerade wie bei den Brennpunkten der Kegelschnitte, die Summe oder 
Differenz der Linien, welche ein Paar mit einem Punkte der Krümmungs- 
linie verbinden, von constanter Länge. 


Coblenz, im December 1858. 
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